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em, die Übergangswahrscheinlichkeit mit. ihrer erzeugenden Funktion, das Visiten- 
I ie wichtigsten Absorptionswahrscheinlichkeiten behandelt. Als Gebiete werden dabei die un- 
jene und die obere Halbebene mit der Abszissenachse als punktweise 1-absorbierender N 
legt und die asymptotischen Ausdrücke Für verschwindende Maschenweite des Gütters aufgestellt. 


For th. unsymmetrical random walk in the plane ‚square grid formed by the points with integer coordinates 


zi ed number of visits at a point and the most important absorption probabilities are investigated, 
„Tuwor regions are considered: the whole plane and the upper half plane with the real axis as pointwise 1-absorb- 
ing barrier. Asymptotical expressions for vanishing mesh length of the grid are given. 


ö Huf. B kayecTBe o61acTeü IIPH I3TOM KJIANYTCAB OCHOBY HeOTPaHHYeHHan IIJIOCKOCTb H BeEPpXHAA 
- _ HOJIYIIIIOCKOCTb C OCbPO a6öcHucc B KAyecTBe TOYeYHO — TIOTIOINAIOINeH TPaHmlpl. 3aTeM yCTa- 


„‘ pemern. 


iR ge I. Einleitung 


# einer kürzlich als Vortragsauszug in der ZAMM erschienenen Arbeit [11] hat der Ver- 
_ fasser Gelegenheit gehabt, über die Voraussetzungen und Ergebnisse seiner Dissertation [10] zu 
berichten. Die vorliegende Abhandlung soll nur eine Ergänzung des Aufsatzes [11] sein. Anhand 
des dort genannten Teilgebietes der unsymmetrischen Irrfahrt in der Voll- und Halbebene sollen 
- Methoden und Ergebnisse noch näher erläutert werden, als das in dem kurzen Überblick [11] 
möglich war. Der Kürze halber verweisen wir für die Voraussetzungen, soweit sie in [11] nicht 
genannt sind, und in bezug auf die Bezeichnungen auf die Arbeit [10] oder das Buch von W. 
5 ERBLLIR [1]. Die wichtigste Literatur sei am Ende dieses Aufsatzes genannt. 


BE = II. Das Klassifikationsproblem 


"Wir wollen nun die unsymmetrische Irrfahrt im ebenen Gitter der Punkte mit ganzzahligen 
z kartesischen Koordinaten betrachten; eine Partikel, ein Teilchen führt auf diesem Gitter eine 
__ Irrfahrt aus, wobei die vier Wahrscheinlichkeiten für die Richtung der Wanderung für alle 
Punkte (x, y) durch die Relationen 


Pl&y) > @+lLy}=p. 
2 1, - (€ er, y)} =4A» 


P{&,y) > @y+lV)}=P Be abe alla 2 ee 
pie Pi@&y) > @y—VD=% 
mit der Bedingung 
er Be ee ee re re u ecke, 


3 _ gegeben sind. Die so definierte — im allgemeinen unsymmetrische — Irrfahrt soll in der vollen 
Ebene und in der oberen Halbebene mit der aus 1-absorbierenden Punkten (k,0); k=0, +1, 
AR zusammengesetzt gedachten Abzissenachse als Rand untersucht werden. 


Li. Klassifikation der Irrfahrt in der unbegrenzten Ebene 
Es ist nun, wie im Abschnitt III.3. gezeigt wird 


Er. RR da dß 11 
= Pa | a PR Sk 


re 


*) Mitteilung aus dem Mathematischen Institut A der Technischen Hochschule Stuttgart. Für die 
Anregung und stete Förderung der Arbeit danke ich Herrn Professor Dr. G. SCHULZ. 
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| Baur en 
die erzeugende Funktion für die Wahrscheinlichkeit p"'&, 
at nerertäint nach n Schritten — nicht notwendig zum ersten Male — den Ausgangspunkt 
wieder erreicht. Nach dem von Foster und GOOD [19] aufgestellten Kriterium braucht man zur 
Entscheidung über das Vorliegen rekurrenter oder transienter Stellen nur die Divergenz oder 


von 
et lm Pol) ut: > 0 eur kr Re (1.2) 
s>1—0 - 
1& = ß = 0 von Interesse ist; man kann leicht zeigen, 


igen. rkennt, daß nur der Fal € 
ee Grenzwert (1.2) nicht existiert. Es gibt aber noch eine 


daß für die symmetrische Irrfahrt dieser 
ganze Anzahl solcher Fälle. Man setzt 


Pı = cos?Acos?p, P, = Sin?Acos?yp, 0<p,ysn 
g, = cos®Asinp, %=sinisiny; 0=4 <> > a2 
und erhält als Divergenzbedingung | 
sin2Acos(—y)=1. „nun 2 Fass (1.4). 
Diese Gleichung hat die einzige Lösung 2 
= 7 » pg=P.. ae A (1.5) 


und damit gilt 


15 
= p 


als Bedingung für das Auftreten rekurrenter Stellen. Doms [6] hat gezeigt, daß unter der Bedin- 
gung (1.6) alle Stellen der Irrfahrt rekurrent sind. Wir können jetzt diese Aussage noch ver- 


schärfen: 
Für die unbegrenzte Irrfahrt im Gitter mit den gegebenen Elementarwahrscheinlichkeiten 


(1) sind für 
Pı =» P = 
alle Stellen rekurrent, in allen anderen Fällen sind sie transient. 


11.2. Klassifikation der Irrfahrt in der Halbebene 


Durch Heranziehung des asymptotischen Ausdrucks (III.5.1) für die Rückkehrwahrschein- 
lichkeit P®(£, n; &,n) in der Halbebene 


A =, 
PEN Jr en 
mit Konstanten A, B und C kann man zeigen, daß die Reihe 
& Pi 
n=0 


für alle (£, n) außer für 7 = 0 konvergiert. Damit gilt: 

Bei der Irrfahrt im Gitter der oberen Halbebene, wobei alle Punkte der Abszissenachse 
als 1-absorbierend angesetzt sind, bilden alle Punkte der offenen Halbebene eine transiente Kette, 
die Punkte des Randes nach Voraussetzung je eine rekurrente Kette mit nur einem Element. 


III. Das Übergangs-, Visiten- und Absorptionsproblem 
für die unsymmetrische Irrfahrt 


., Mit diesem Abschnitt kommen wir zur Aufstellung geschlossener Ausdrücke für die viel- 
fältigen Problemstellungen bei der Irrfahrt in der unbegrenzten Ebene und in der Halbebene. 
IIL1. Übergangswahrscheinlichkeit für die Irrfahrt in der unbegrenzten Ebene 


Zur Herstellung der Übergangswahrscheinlichkeit p"’(&, y; &,n) nehmen wir der Einfach- 
heit halber zunächst den Ursprung als Startpunkt der Irrfahrt an und haben für pP" (z, y) be- 
kanntlich die Bedingungen: 


1. Die Wahrscheinlichkeit px, y) ist Lösung der partiellen Differenzengleichung 
RN) PP EL N+HPMc+L,Y+pp®m @y—l)+gp@&y+1}=0. (1.1) 


E. Huxze, Zur Theorie der diskreten unsymmetrischen ke = i ’ Aa», Bü. 


n:&,7), daß die im Punkte (&,7) 


On N 
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2. Die Wahrscheinlichkeit p®(z, y) erfüllt die Anfangsbedingungen 
p®(0,0) 1, PP, =p, pP®(-1,0)=4q, 

— pP, 1) =, p“) (0, —-1))=g 
a Man konstruiert nun p'(x, y) aus der Differenzengleichung (1.1) mit den Anfangswerten 
(1.2) — durch beide ist sie offensichtlich eindeutig bestimmt — in Analogie zu der von Stöhr 
[21] entwickelten Methode für die Greensche Funktion von partiellen Differenzengleichungen 


über die charakteristische Funktion von (1.1) und den Ansatz als bestimmtes Integral zur Er- 
füllung der Anfangsbedingungen. Man erhält nach einiger Rechnung (p,, + 0) 


® 


4 


on Re 28 
DE = = Pı\“ (Pe x (Ypıqı cosa + VPpz 9, cos ß)" cos ax cosßy d« aß = (1:3) 
Fr) \q 9a SER 
Will man nun die Irrfahrt allgemein vom Punkte (£, n) aus starten lassen, so gewinnt man durch 
eine Koordinatenverschiebung die Aussage: 
Es ist: 


Dar =27, 2 
p®(&,y;&n) = On) = (= 


xf er (Ypq cosa + V P2 9: cos B)" cos & (C — £) cos ß (y—n) da dß (1.4) 


die Wahrscheinlichkeit, daß eine vom Punkt (&, 7) ausgehende unsymmetrische Irrfahrt in der 
unbegrenzten Ebene nach genau n Schritten — nicht notwendig zum ersten Male — im Punkt 
(x, y) angekommen ist. Sie gehorcht der Differenzengleichung (1.1) mit den Anfangswerten (1.2) 
und ist damit die einzige Lösung des Übergangsproblems. 


111.2. Übergangswahrscheinlichkeit beiverschwindender Maschenweite desGitters 
Wir wollen hier das asymptotische Verhalten der Übergangswahrscheinlichkeit (1.4) für 
verschwindende Maschenweite des Gitters und verschwindenden Zeitmaßstab studieren. Die 

Differenzengleichung (1.1) lautet, wenn 
Br De An Re a A (2.1) 


die Schrittweiten der Irrfahrt bzw. das Raster des Zeitmaßstabes sind, für verschwindende 
e und ö, wobei wegen der notwendigen Betrachtung standardisierter Variabler noch mit konstan- 
tem a 


gelten soll, 

Op e Op E Op = use re 

ee Da a 2 ua er ra 7 a 
Man kann erkennen, daß p, — q, und p, — 9, beide von der Ordnung O(e) sein müssen, wenn der 
Grenzübergang e— 0 ein endliches Resultat liefern soll. Man kann daher ansetzen 


wobei mit v, und v, die Komponenten der Drift bezeichnet seien und (4 a?) * ein Normierungsfak- 
torist. Aus der Gleichung (2.3) folgt dann 


op 2 op op E: 
rd Apg— 20, = — 2), ee (20% 
Dieses ist die bekannte FOKKER-PLANoK-Gleichung für die Diffusion mit dem Driftvektor (v,, v,) 
und dem Diffusionskoeffizienten a?. | 
Löst man nun die Differenzengleichung zunächst wiein Abschnitt III.1. für endliche eund ö 
und geht dann in der Lösung ebenfalls zur Grenze über, so erhält man schließlich das Ergebnis: 
Es ist 


1 DD} 
1 ee ae ei 


m) - m . (2.6) 
pP (2,4; &n) Arnd 
die für verschwindende Maschenweite des Gitters gültige asymptotische Formel für die Über- 
gangswahrscheinlichkeit. Sie gehorcht der Differentialgleichung (2.5) für das Übergangsproblem. 
1* 
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n für die Rückkehrwahrscheinlichkeit 


Schritten zum Ausgangspunkt (£&, 7) zurück- 
— n gegeben, ihre erzeugende Funktion 


IIL3. Aufstellung der erzeugenden Funktio 
Die Wahrscheinlichkeit, daß die Irrfahrt in n 
kehrt ist einfach mit der Gleichung (1.4) für = &Y 


lautet dann 


Py(8) Sy BRE s)" | j (Ypı qı cosa +/p% cos ß)"dadß . - & 81 


und nach Aufsummieren der Reihe, die ja für |s| < 1 konvergiert und nach Ausrechnung des In- 


tegrals über $ mit der Substitution 5 — 
Packs) 
00 Sa ee —— 
aylı + 2sYp m)? — 48 Pr 
ö ee de SE 
% V* u ee UNE. +P%)  „(1-2sYp W’—4®Pr% 
(1+2 sYpı W” — 48% (1+2sypı 4)’—48®p, 9a 


Man erkennt, daß das Integral ein vollständiges elliptisches Integral erster Gattung ist; nach eini- 
gen Umformungen erhält man als Resultat: 

Die erzeugende Funktion der Rückkehrwahrscheinlichkeit p®%XE, n; &,n) für die unsymme- 
trische Irrfahrt in der unbegrenzten Ebene ist bis auf den Faktor 


2 
Es a 


das vollständige elliptische Integral erster Gattung K(k) mit dem Modul 


Arm 
= 45 |Pı u Pa u 
Yı-4s (Ypı Qı —Y Pa )” 


Man erkennt, daß beim Übergang zur symmetrischen Irrfahrt das Resultat von PöLyA 
aus der Arbeit [19] folgt. 


IILA4. Übergangswahrscheinlichkeit für die Irrfahrt in der Halbebene 


In diesem und den folgenden Abschnitten soll die unsymmetrische Irrfahrt in der oberen 
Halbebene untersucht werden. Die x-Achse als Berandung sei dabei aus lauter 1-absorbierenden 
Punkten zusammengesetzt, d.h. eine Irrfahrt, die etwa nach dem n-ten Schritt irgendeinen Git- 
terpunkt auf dieser Achse erreicht, endet mit diesem Schritt in diesem betreffenden Punkt. Der 
Ausdruck für die Übergangswahrscheinlichkeit muß hier neu konstruiert werden. Dieses ge- 
schieht mit Hilfe des folgenden Spiegelungsprinzips. 


Die Irrfahrt starte von einem Punkt (&,n) in der oberen Halbebene, wir fragen nach der 
Wahrscheinlichkeit, in n Schritten — nicht notwendig zum ersten Male — einen Punkt (x, y) in 
der oberen Halbebene zu erreichen, ohne vorher die absorbierende Linie y = 0 passiert oder 
berührt zu haben. Wie z.B. bei v. Mıses [2] für die Übergangswahrscheinlichkeit der eindi- 
dimensionalen symmetrischen Irrfahrt gezeigt wird, betrachtet werden allerdings nur asympto- 
tische Ausdrücke für die gesuchten Wahrscheinlichkeiten, kann man die gesuchte Übergangs- 
Here Pt, y; &,n) für die obere Halbebene folgendermaßen herstellen: | 

MT, y; &,n) besteht zunächst aus der Übergangswahrscheinlichkeit p®(z, y: ür di 
BR ra, damit sind alle Wege der Irrfahrt berücksichtigt, die in z Sr N n 
N >» N = Fr Davon zu subtrahieren ist nun aber die Wahrscheinlichkeit, die zu den Wegen 
ES As 5 ndwo die Abszissenachse berührt oder gar passiert haben. Spiegelt man nun alle 
net Es Bi bis zum letzten Berührungspunkt mit der Achse an dieser, so sieht man, 
Bi ie Se Ane (& — n) zu ($, n) ausgehenden Wege gerade die verbotenen sind. Da 
en ee a ke (x, y) bei der Rückspiegelung in die obere Halbebene verbotene Wege 
Were A ese = aßt worden. Die erlaubten Wege von (&,n) nach (x, y) sind also alle 
# = N um. die Anzahl der Wege, die vom Spiegelpunkt (£, n)inn Schritten nach 
‚y) fuhren. Die gesuchte Übergangswahrscheinlichkeit ist daher gegeben durch 


Pay EEE REN). Al). 


_ 
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Wir haben den zweiten Summanden mit einer Tilde versehen, weil sich offensichtlich bei der 


geschilderten Spiegelung die Bedeutung von p, und Q,, also die y-Richtung der Drift umkehrt, 
so daß die Gleichung (4.1) ausführlich lautet 


= von 


In+1 Di 21272 
Zinn) Om ei (2) 


SET (Ypıqı cos « +Yp2q, cos ß)" cosa (ce — &)sinßysinßndadß. . (4.2). 


Man hat also die Aussage: 


Es ergibt sich die Gleichung (4.2) als gesuchte Übergangswahrscheinlichkeit für die Irrfahrt 
in der oberen Halbebene. Sie gehorcht der Differenzengleichung (1.1), erfüllt die Anfangsbedin- 


gungen (1.2) und befriedigt außerdem die Randbedingung 


ao) EEE Ar EN ne m Be Er (4.3) 
für alle x, y und £. Sie ist damit die einzige Lösung des Übergangsproblems in der Halbebene. 


IIL.5. Übergangswahrscheinlichkeit in der Halbebene bei verschwindender Ma- 
schenweite des Gitters 


Nennt man die Schrittweite im Gitter wieder e und das Raster des Zeitmaßstabes wieder 


&? 4 N 2 3 
= -— , so folgt für kleine e eine der Gleichung (2.7) entsprechende Formel 
4a? 
1 
— — {a —8— 2nv,) + (2nr,®?—4Anv, y—n)} 
Pu)(r, Y; &, n) Fr en ina z “ & 

Anna: 

1 1 
- WM 0-4 W+m 
Re rn ee ae ver (6.1). 


111.6. Erzeugende Funktion für die Rückkehrwahrscheinlichkeitin der Halbebene 
Die erzeugende Funktion für die Rückkehrwahrscheinlichkeit lautet 


PD) I DANN) PAD 285 (6.1), 
n=0 


wobei P@/&, n; &, n) mit der Gleichung (4.2) gegeben ist. Nach Aufsummieren der Reihe und Aus- 
rechnen des Integrals über ß folgt, wenn man eine neue Variable y einführt, die durch 


2s(Ypıq cos% + YPpz 9, cosh y) a 5 Br (6.2) 


definiert sein soll (wir fordern O0 <s< 1), für die gesuchte erzeugende Funktion die Aussage: 


Die erzeugende Funktion für die Rückkehrwahrscheinlichkeit bei der unsymmetrischen 
Irrfahrt in der oberen Halbebene lautet 
Ps) = Pu(s) 1 Herätu (6.3) 
Ss) = BEN a I ee N 1 ep: 9); 
E = 425/p% j uhr 
wobei P,0(5) die erzeugende Funktion für die Rückkehrwahrscheinlichkeit in der unbegrenzten 
Ebene nach Abschnitt III.3. und y die durch (6.2) definierte Funktion von & und s ist. 


111.7. Lösung des Visitenproblems für die Irrfahrt in der Halbebene 


Die Irrfahrt gehe von einer transienten Stelle (£,n) aus, der betrachtete Punkt (x, y) sei 
ebenfalls transient. Man kann nun nach der Anzahl der Besuche N(z, y; &,n) in (z, y) fragen. 
Die Lösung des Visitenproblems ist dann der Erwartungswert 


NE DIENILUEN) » ee ne 7), 


das ist die mittlere Anzahl von Besuchen in (x, y) bei einer von (&, n) ausgehenden Irrfahrt. 
Die Lösung des Visitenproblems kann nun einmal als Lösung der partiellen Differenzen- 
gleichung 


1; 5) — IM pa —Lyö )+aupae+ly&n 
+B Ps y— Lö, )+Ep@y+l;ä,m} = d,E0,n 3202) 


mit der Randbedingung 
VaerUr50) = 0 ae NL) 


6 E. Henze, Zur Theorie der diskreten unsymmetrischen Irrfahrt e 


für alle x, i | 
Val, y; &n) = 2 Po IE Das ul ee 


mit der Übergangswahrscheinlichkeit (4.2) gewinnen. Summiert man die so gewonnene Reihe auf, 
so erhält man nach Ausrechnen des Integrals’über ß 


Ze N = 
2 A N : [se-a 
Val, U; = n) u rn (2) 2 
= vol 


(( —2 VPıqı cos &) — 2 Ypıı cos)? —4P, Ai 
\ (2yp, a" "Ya —2ypı meosa)’ — AP 

1 — 2ypı a cos) —Ylı — 2Ypıq cos a)? —4P, 2) *” ja 2.75) 
Ss (2YP24)” *"Vlı — 2Ypı q cos 0)?’ —4P, 


und mit einer analog zu (6.2) angesetzten Variablen 


Alypıq. cos + Yaspı coshy) = 2 zu. ce (7.6) 


d mit der Fallunterscheidung y 3 n schließlich das Ergebnis: 
= "Die su des Visitenproblems für die unsymmetrische Irrfahrt in der oberen Halbebene 
lautet 


a—8 Ze) n 2 
Pı\ ” (Pa\ ° Bea. Fa 
Vale: En) = () va j 0000 da. (1 
2 12 
füry<snund EN 
2— v—n — \ 
1 AA „co ”sinhyn, en 
SISRRBET 2nYpQs er ® sinh y u 


für y=n. Sie genügt der Differenzengleichung (7.2) und der Randbedingung (7.3). 


IIl.8. Lösung des Visitenproblems bei verschwindender Maschenweite des Gitters 


Unter den Voraussetzungen des Abschnittes III.2. geht die Differenzengleichung für das 
Visitenproblem in die Gleichung für die GREENsche Funktion des Differentialausdrucks (2.5) über 


0p °P 
a DE a ae (8.1). 
Mit der Definition von y BE 
2ypıqıcosxe-+2 YPs gs Cosh ya Ser er Free (8.2) 
gilt bei verschwindender Maschenweite des Gitters 
’z —E a Y— e 4 xy d 
ICE Er ei Se it 0050 (ee ee (ga), 


) 
Das Integral ist geschlossen auswertbar und liefert abschließend: 


Die Lösung des Visitenproblems für die unsymmetrische Irrfahrt in der Halbebene lautet 
asymptotisch für verschwindende Maschenweite des Gitters 


a4 gm — nn — — a — 
Va; m) ne : InYa—H+Yy+M —hYa—HHFYg—n} 84). 
Sie gehorcht der Gleichung (8.1) mit der Randbedingung Vy(z, y; &0) = 0. 
IIIL.9. Wahrscheinlichkeit, daß die Irrfahrt in n Schritten in einem bestimmten 
Punkt der Achse absorbiert wird 


Von diesem Abschnitt an soll das Absorptionsproblem behandelt werden, d.h. hier soll zu- 
nächst die Wahrscheinlichkeit a®(k, 0; &, n) ausgerechnet werden, daß eine von (&, n) ausgehende 
Irrfahrt nach genau n Schritten im speziellen Punkt (k, 0) der Achse absorbiert wird. Da wir 
die Punkte der Achse als 1-absorbierend vorausgesetzt haben, ist offenbar eine Absorption in 


y und £ gefunden werden. Man kann sie andererseits auch aus der Reihenentwicklung 
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BOB 0, +1,+2,...nur bei einer Annäherung von oben, von (k, 1) aus, möglich; mit der 
bergangswahrscheinlichkeit P®\(x, y; &,n) nach (4.2) gilt also 


aM) PN" ren. (91) 
und damit die Aussage: 
Es ist 
/ eh 
2/prp[(NM\? [g\° 
nen)? (% 
( a (2 7)? Pı Pa 
x/f JS Ypı qı cos + Ypzg, cos ß)" "cosa(@—k)sinßsinßndadß. . . (9.2) 


die Wahrscheinlichkeit, daß die im Punkte (£, n) startende Irrfahrt in der oberen Halbebene nach 
genau n Schritten im Punkt (k, 0) der absorbierenden Achse absorbiert wird. 


Man kann durch Einsetzen leicht-verifizieren, daß die so konstruierte Absorptionswahr- 
scheinlichkeit der partiellen Differenzengleichung 


ar+d(k, 0; 5) — tra (GEL) Hmam (KO; E— LM) +Pa® (k0;&5n +1) 
N U a 1} I BE EEE Le) 
und der Anfangsbedingung 
NESU, E03 0 den (9.4) 


gehorcht, die man zusammen auch als Definition für diese Wahrscheinlichkeit nehmen kann. 
Sie ist damit die einzige Lösung des Problems. 


III.10. Wahrscheinlichkeit, daß die Irrfahrt irgendwann in einem bestimmten 
Punkt der Achse absorbiert wird 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit a(k, 0; &,n), daß die Irrfahrt bei beliebig großem Zeit- 
parameter n im speziellen Punkt (k, 0), k=0,+1,+ 2,... der Achse absorbiert wird, kann ein- 
mal, wegen der Eigenschaft der Lösung des Visitenproblems, GREENsche Funktion der Differenzen- 
gleichung für a(k, 0; &, n) 


a(k, 0; En) —ipakG;E+h,)+nak0;5—1,n)+p.a(k,0; &,n+D 


sa (ii Od TI (10.1) 
zu sein, geschrieben werden als 
RL RE A N) ee (10.2),- 
Zum anderen ist sie aus der Reihenentwicklung 
ak 02, n).= 2ak Ur) ee Er (10.2), 
n= 
mit der Absorptionswahrscheinlichkeit (9.2) zu gewinnen. Es ergibt sich als Resultat: 
Es ist 
E—k n—2 . 
1 ARE | 
a(k,0; &n) = _ OT I (10.3 
Kom =3, ln) (7 eh ) 


die gesuchte Wahrscheinlichkeit, daß die Irrfahrt in der oberen Halbebene irgendwann in einem 
bestimmten Punkt (k, 0) der Achse absorbiert wird. Dabei ist y durch (7.6) bestimmt. 


IIl.11. Wahrscheinlichkeit, daß die Irrfahrt in n Schritten in irgendeinem Punkt 
der Achse absorbiert wird 
Da wir uns die Achse aus lauter 1-absorbierenden Punkten zusammengesetzt denken, 


finden wir die Wahrscheinlichkeit A®(£, n), daß eine von (&, n) ausgehende Irrfahrt nach genau 
n Schritten irgendwo auf der Achse absorbiert wird, aus der Beziehung 


N DE N A) ER RT): 


k= 


8 E. Henze, Zur Theorie der diskreten unsymmetrischen Irrfahrt 


Schreibt man diese Relation ausführlich hin und bezeichnet das Integral über « als 


k 


g()-= > Ei il (Ypı qı cos + YP2 ga cos B)"" cos a(—Mda .. (112), 


vera 


—ı 
so'gewinnt man nach einiger Rechnung zunächst die Gleichung 


1 


= Bir. n 
dd = 2 (P) 2 E a +Ypz 9, cos ‚| BEE en: > (11.3). 
f £ 
Hiermit gilt schließlich: Sn, 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit AM(£, n), daß eine vom Punkt (6, 7) ausgehende Irrfahrt 
in der oberen Halbebene nach genau n Schritten irgendwo auf der Abszissenachse absorbiert 


wird, lautet 


ne 


(el er = a Er n—1 
ACE, n) = aan | Ez +Yp9 cos] sin Bsinßndß . (11.4). 


Die gefundene Wahrscheinlichkeit gehorcht der partiellen Differenzengleichuung 


AUDI m) —{p, AD (E+ 1,7) + HAM EL, + PA &n +1) 


+, AM 5 —- =. Een (11.5) 
mit der Anfangsbedingung 


"Abe... Ver (11.6) 


für alle £, sie ist damit die einzige Lösung des Problems. 


111.12. Wahrscheinlichkeit, daß die Irrfahrt überhaupt absorbiert wird 


Die Wahrscheinlichkeit A(&, n), daß eine von (£, 7) ausgehende Irrfahrt in der oberen Halb- 
ebene nach einer beliebigen Anzahl von Schritten in einem beliebigen Punkt der Abszissenachse 
absorbiert wird, kann einmal aus der Relation 


En -_ > ak, DE). (12.1) 


mit der Wahrscheinlichkeit (10.3) gewonnen werden. Zum anderen folgt sie auch aus der Reihe 
Ald,n) = N-AmUMEn) 2 Zee re (12.2) 
n=1 


mit der Wahrscheinlichkeit (11.4). Aus den Gleichungen (12.2) und (11.4) folgt so nach Aufsum- 
mieren der Reihe und Ausrechnen des Integrals 


Vpz 9 2/p% Pr + — Pr—Q.| 
EN rear TEE = 
3 (2 Pa)" |P2 —Q| Ir + el Pa+ 9a — |Pa—@.| 2/P2@ En 


Für den Fall p, > g,, d.h. für den Fall einer Drift von der absorbierenden Achse fort, lautet die 
Gleichung (12.3) einfach 


Qa \" 
Ad) = | 3 EIER ee Tr (la 
Pa 
für den Fall , > p,, also einer Drift zur Achse hin, folgt dagegen 
Aldın) = La N (12.5). 


Wir fassen zusammen: 


__ Die Irrfahrt wird mit der Wahrscheinlichkeit Eins absorbiert, falls die y-Komponente der 
Drift zur Achse hinweist, gleichgültig, in welchem endlichen Punkt die Irrfahrt gestartet ist. 
Bei einer Irrfahrt, bei der die y-Komponente der Drift von der Achse y = 0 fortweist, hängt die 
Absorptionswahrscheinlichkeit (12.4) erstens von der Größe der Drift und zweitens vom Abstand 
des Startpunktes von der absorbierenden Linie ab. Mit größer werdendem Abstand wird die Ab- 
sorptionswahrscheinlichkeit kleiner, für nichtverschwindende pP; und 9, und endliche 7 ist aber 


stets noch eine von Null verschiedene Wahrscheinlichkeit vorhanden, daß die Irrfahrt die Achse 
irgendwann und irgendwo erreicht. 
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rt Zwei Lehrsätze in der Operatorenrechnung 
Von J. WAsowskI 


In der vorliegenden Arbeit ist eine Methode zur Bestimmung der Ableitungsanfangswerte der gesuchten 
Oberfunktion angegeben. Diese Methode unterscheidet sich von der in der Literatur bekannten und verein- 
facht die Berechnung. In dieser Arbeit ist auch gezeigt, wie man die Oberfunktionen der Gleichungen und 
der gesamten Gleichungssysteme finden kann, welche als Unterfunktionen gegeben sind. Es wird ebenfalls 
die Verbindung der Operatorenrechnung mit der klassischen Methode zur Auflösung der Differentüalgleichungs- 
systeme hergestellt. 


A method is presented to determine the initial values of the derivatives of an unknown inverse Laplace 
transform. This method differs from the one known from the literature and leads to a simpler calculation. 
It is also shown how the inverse Laplace transforms of the equations or systems of equations given as 
Laplace transforms may be found. The operator calculus is being connected with the classical method of 
solving systems of differential equations. 


B HacToameü pa6oTe NaeTcaA MeTon AI ONPeNesIeHNA HAayYallıbHbIX 3HAyYeHHÜ IIPOH3BONHOU 
OT HCKOMOÜ HepBoHayalIbHofH PYHKRKUHH. OTOT METOA OTIMYEH OT B IIMTEPpaType U3BeCcTHOTO MH 
yupomaer BbIYucheHuA. B Pa60Te TORA3bIBAaeTcH TarıKke, KAK MOHtHO NOJIYYHTBb ITePBOHAYAalIbHUE 
$yHRIHU ypaBHeHnf a TaK;Ke IIeJIEIX CHCTEM YPaBHeHNMÜ, 3anaHHbIX B BHJIe IIPeo6pa30BaHHbIX 
$yHrumü. Jlaree ycTaHaBJImBaeTca CBA3b OMEePATOPHOTO HCYHCHEHHA C KJIACCHYECKHU METONOM 
pelueHusa CHcTeM AudhepeHnmalHbıX YpaBHeHmN. 


a nn 


1. Einleitung 


Wendet man die £-Transformation ([1], [2], [4]) an, so kann man leicht beweisen, daß für 
die Oberfunktion fxn = K -n(f) = const., deren Unterfunktion £[K] ist, folgender Zusammen- 
hang eintritt 


De oc beige el, Sue. we ne le), 
wo 
s=c-+76 eine komplexe Veränderliche 
del Einheitsfunktion 
K ein konstanter Wert (Zahl) ist. 


Es wird darauf hingewiesen, daß die in der Formel (1.1) auftretende Zahl ‚K“ nicht mehr 
zur i-Ebene, sondern zur s-Ebene gehört. Weiterhin werden wir genau darauf achten, zu welcher 
Ebene die Zahl ‚‚K‘ (der reelle Wert) gehört. Die zur s-Ebene gehörende Zahl werden wir mehr- 
mals durch den Ausdruck s £[K] ersetzen. 


DRICHs, H. Lewy, Über die Partiellen Differenzengleichungen der mathematischen # 


r 
BERL, Ein Zuielleweg in einer Markoffschen Kette von Alternativen, Monatsh. Math. 58 (1954), 


[11] E. Henze, Lösung einiger Probleme aus der Theorie der diskreten Irrfahrt, ZAMM 39 (1959), S 8. 371-373. 
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Setzt man in (1.1) voraus, daß K = 1 ist, so erhält man 
1=$s- [1] bar SU I Zr ee (1.2). 


Die in (1.2) auftretende Einheit gehört nicht mehr zur {-Ebene, sondern zur s-Ebene. Die zur 
s-Ebene gehörende Zahl ‚‚1“ werden wir mehrmals durch den Ausdruck s £]1] ersetzen. 


Setzt man in (1.1) K = 0, so erhält man 
0.50 


0, folgt (vgl. [3 
Dasz olgt (vgl. [3]) £[0]=0% . . 17. Zu re re (1.3). 


Zieht man (1.1) bzw. (1.2) in Betracht, so kann man den bekannten Lehrsatz über die 
Differentiation in der {-Ebene folgenderweise ausdrücken. 

Lehrsatz. Sind die Funktionen /(f) und ihre Ableitungen Pd), k=1,2,...(n—1), 
Oberfunktionen, und £[f({)] die Unterfunktion von /(f), dann 


n— 


SO] = SOSE SOHL- 2: (14), 


k=0 
wo 


POH=IOH, POH-IM MY, K=0h...a—D... (1.43). 


Beweis. In Übereinstimmung mit der bekannten Formel ist?) 


SQ] = 8"- SO] — 52 Ka (I Rn (5. 


Die hier auftretenden Werte (Zahlen) f#-2(0 +), k=1,2,...n, gehören zur s-Ebene. In Über- 
einstimmung mit der Formel (1.1) können wir schreiben 


J#=9(0 +) = s EIfFTP0 +) 7 O1] = s EI Hl 


wo die Bezeichnungen wie in (1.4a) sind. Berücksichtigt man das Obige in (1.5), so erhält man 
(1.4), was zu beweisen war. 


Wir können auch die Formel (1.2) benutzen. Dann schreiben wir (1.5) in der Form 
SH] = Sr SO — I rt: eDO +1. 
k=1 


Statt der hier auftretenden Zahl ‚‚1“, die zur s-Ebene gehört, führen wir gemäß der Formel (1.2) 
das Produkt s £[1] d.h. 


SU] = 5" SIKO] — 2 8—#- 6-90 +): 5211]. 
Hieraus folgt unmittelbar (1.4). 


2. Der Anfangswert 


Lehrsatz. 1. Tritt zwischen der Unterfunktion £[f(l)] der gegebenen Oberfunktion f(f) 
und der Unterfunktion ®(s) der gesuchten Oberfunktion o(t) der Zusammenhang ein 


A(s) - [ptd] = Bis) - Elf] SE a (2.1), 


wo 
n m 
A)=3A st, B)= SB, men nn Fehr 
k=0 k=0 


und A,k=0,1,...n), B(k=0,1,... m) konstante Koeffizienten sind, dann 


» 
PO +) = 20, 7P-0(0 +), BD I (2.2), 

=() 

wo . 

B 

> 7 en (2.22), 
1 g—1 

9 = A, Bag 2.0 ’ Auen ’ q = I; 2: 4 in (2.2b), 


und w A,=0fürr0>»>n;B,=0für0>»>m. 
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Beweis 1. Wir führen vorläufig den Beweis für den Fallm = n durch. Aus der Formel 
(2.1) bekommen wir j 
=:i0) 
led] = A su ol; 


wo jetzt m = n ist. Dividiert man das Polynom des Zählers durch das Polynom des Nenners, 
' so erhält man 
So /®] 


<S[p®] = 3% Q, a en 


g=0 


wobei wir als Ergebnis der Division die Koeffizienten Q, und Q, (g=1,2,...), bekommen, 
welche in (2.2a) und (2.2b) definiert sind. Weiterhin, in Übereinstimmung mit dem bekannten 
Lehrsatz über vielfache Division durch ‚‚s“, erhalten wir ([1], [2], [4]) 


1001=2| &.9fordae], 


wo kurz bezeichnet wurde 


t d t T% %—1 
/ af (dr = J dr, / Er J fe) &;: 
Daraus ergibt sich 
[e°) t 
ot) = 3,0 f DIE) GES EEEN Ee (2.3). 


Differenziert man (2.3) p-mal (p = 0,1,...) und setzt man jedesmal t = 0 voraus, so erhalten 
wir (2.2) im Fallem =n. Der Fallm=n—r(r=1,2,...n) bedeutet, daß in (2.1) und daher 
auch in (2.2a, b) die Koeffizienten B„+1, Bm+2 - - - Bn fehlen. Außerdem treten in (2.1) keine 
Koeffizienten A, und B; für k>n auf. Sie treten daher auch nicht in (2.2a, b) auf. Infolge- 
dessen soll in (2.2.3,b) B,=0 für 0>v>m sowie A,=0 für 0>v>n vorausgesetzt 
werden. Damit ist der Lehrsatz bewiesen worden. 

Beweis 2. Werden die beiden Seiten des Ausdrucks (2.1) durch s” dividiert, so erhält 


man 
er el] 
Di sek = 2, & sSuTAzi 
Wendet man den bekannten Lehrsatz über die vielfache Division durch ‚,s‘‘!) an, so kommen 
wir zum Ausdruck 


[2 Ar fan oT) | —g? [2 B; fan I@) a B 
0 6 ei) 


wo die Bezeichnung der vielfachen Integrale wie vorher lautet. 
Daraus folgt 
n t m t 
need Bil (Did en (2.4). 
k=0 6 k=0 6 


Differenziert man (2.4) p-mal (p=0,1,...), wenn m=n, und setzt jedesmal f= (0, so be- 
kommen wir folgende Zusammenhänge 


2 Age H)=- FB OH | 
k=n =n 


3 Aygt=m4d0 = 5 Brje-r+(0 +) 
1 


k=n—1 k=n— 


Be ae ee ha. ale ale © 


Age FBf0H  | 
k=1 ki 
5 A, 9®0 +) = X B, [O0 +) 
k=0 k=0 
I Ay p*+D0 +) = I Br feH(0 +) 
k=0 k=0 
in infinitum 


Löst man die obigen Gleichungen mittels der aufeinanderfolgenden Elimination der Unbekannten, 
so erhält man (2.2). Betreffs A, und B, siehe Beweis 1. 


” ar Sof; 


_ ergeben, wenn wir /(f) = n(f) = 1 voraussetzen. 


x 


ehrsatz la. Tritt zwi ischen | 


und der Unterfunktion £[p()] der uch n Oberfunkt 
& > 46) SIp0] = 36 

wo A(s) und B(s) wie im Lehrsatz 1 lauten, dan ICER 

»—1 Bi BR Br Re 

90 +) [er HA z )  p=h2. 


DR Ma = 
Ber © 


WOH=POH-Bl 2 


E23 _ ee 
x. {4% Ey base Tr 


Zu 


wo 
und A, und B, wie im Lehrsatz 1 sind. ae, ee 
Beweis. Der Lehrsatz 1a ergibt sich aus dem Lehrsatz 1, wo es genügt (0 = 
voraussetzen. Dann nehmen die Anfangswerte (2.2) die Form (2.7) NEN Bin 
Die Formeln (2.7) können ebenfalls unmittelbar aus (2.6) abgeleitet werden, ind 
genau an die Beweise 1 und 2 des Lehrsatzes 1 hält. 


Interessant sind hier die Zusammenhänge, welche sich aus den 


PR 7] E 
Am man 
= 


Wir erhalten 
& Arge +) = Ba 
k=n A 


& Arge +4) = Ba-ı 
k=n—1 


Be ae TR, Du FR ern 


I Aygt-20 +4) = B, 
N ee 
Z Arg@-20 4 = B, 

k=1 


Ag®0+)=B, 
=0 


k 
I Arge +) = 0 


k=0 
in infinitum 
Betreffs A, und B, siehe Beweis 1. 


3. Integralreihe. Maelaurinsehe Formel 


Beim Beweisen des Lehrsatzes 1 hat man die Formel (2.3) erhalten, aus der man — für 
die Bedingungen, die bei den Entwicklungen solcher Typen gelten — die Oberfunktion 0) 
bestimmen kann, ohne die Wurzeln A(s) = 0 zu suchen. 


Setzt man in dieser Formel /(l) = y()=1 voraus, führt die hingewiesene Integration 


aus, und berücksichtigt — wie aus (2.2) folgt —, daß dann Q, = gP(0 +), p=0,1,..., ist, 
so erhält man 


o()=N =: MO +), = “Er ra 8-1), 
q=0 P - 
wogP0 +),p =0,1,..., wiein den Formeln (2.7). 
Die Formel (3.1) ist die bekannte Maczaurrssche Formel. 


4. Oberfunktionen der Produkte von Polynomen und Unterfunktionen 


Lehrsatz 2. Tritt zwischen der Unterfunktion £[f($)] der gegebenen Oberfunktion f(f) 
und der Unterfunktion £[p(!)] der gesuchten Oberfunktion Y(t) ein Zusammenhang ein 


AGs) - S[pd] = Bl) - £IfO] © © 2 an (4.1), 


wo 
n 


A(s) Br BS)=YB:;st, m=n—r, r=0Q1l,...n 
= k=0 


or 
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und Ar (k=0,1,...n) und B,(k=0,1,...m) konstante Koeffizienten sind, so ist die Ober- 
funktion des Zusammenhanges (4.1) eine Differentialgleichung 


n m 
SED FDIBE MOSE ne Sauer (4.2) 
k=0 k=0 ü 
mit den Anfangsbedingungen 
? 
oO +) = 20 a ae ua a) DEE a Ele 1 he (4.22), 
4= 


wo 
B 1 e 
Mer: =, | A], g=1L2,...n—]), 
n n k=0 


ebenso A,=0 für 0>»>n; B,=0 für 0>»v>m und wo Arlk — 0,1%, An) amdrBr 
(k=0,1,...m) dieselben konstanten Koeffizienten sind, die in (4.1) auftreten, und p%(t), 
k=1,2,...n, sind die Oberfunktionen. 

Der umgekehrte Lehrsatz ist ebenfalls richtig. Das heißt: Wird die Differentialgleichung 
(4.2) mit den Anfangsbedingungen (4.2a) gegeben, so drückt der Zusammenhang (4.1) seine 
Unterfunktion aus. 


Beweis. Gemäß dem in Formel (1.4) angegebenen Lehrsatz können wir schreiben 


Nn— 


£ Bi Ar vo) = 13, » - £[p(t)] — = \ : Ag; - E[p®(0 2) ’ 


I= _ 


n 


s [2 Bı oo| & [2 Bı » SO] — 3 
k=0 k=0 7 


=1 


13 Bu 00 HN 


Setzt man von dort 


Co 
IMs 


2 s) - S{p)] = AG): &pQ], 


0 


By ) . 1/0] = B6) - £IfO] 


an 
En 
I DI 


in (4.1) ein, wo wir vorläufig m = n voraussetzen, so erhalten wir 
1 2400| + 213,409 1700 = 12,» mo|+ 3 [Zus wohl. 
Den obigen Zusammenhang schreiben wir in der Form 

Emo |+ 29-8 AH Ho H|-2|&3r0|. 


Für den Zusammenhang (4.1) gelten jedoch die Anfangsbedingungen (4.2a), Formel (2.2), ebenso 
die Zusammenhänge (2.5), wo wir hatten 


n—j n—j ; 
I Ay; p@(0 +) = 2% Bars DO Tea) In: 
g=0 q=0 
Berücksichtigt man das Obige, so erhalten wir weiterhin 
JE Ar vo) +23 8s-£[0] = E Bı wol. 
g=0 je k=0 
Berücksichtigt man hier (1.3), so erhält man 
s | 3 Ar vo =5 | 3 Bi oo) | 
k=0 k=0 
Hieraus folgt unmittelbar (4.2) fürm =n. 
Ist m<n, dann fehlen (n— m) Koeffizienten B,(v = (m + 1), (m + 2),...n) im be- 


sprochenen Fall. Dann werden die (n— m) ersten Ableitungen der Funktion (f) gleich Null 
sein, d.h. g®(0 +) =0 fürp=0,1,....(n— m). Der Lehrsatz bleibt daher ebenfalls richtig 


ürm<ın. 


14 J. Wasowskt1, Zwei Lehrsätze in der Operatorenrechnung 

i i i i Art wie den Lehr- 
Die umgekehrte Behauptung zum Lehrsatz 2 beweisen wir auf dieselbe 
satz 2. Ras N ungangeplakl nehmen wir (4.2), in der die £-Transformation angewendet wird, 
und weiterhin verfahren wir wie beim Beweisen des Lehrsatzes 2. 
Lehrsatz 2a. Tritt zwischen der Unterfunktion £[1] der gegebenen Oberfunktion n() = 1 


und der Unterfunktion £[p({)] der gesuchten. Oberfunktion o(t) der Zusammenhang ein 
As)-SPOl= BA) SI] - -» - - "rennen (4.3), 
wo A(s) und B(s) wie im Lehrsatz 2 sind, dann ist die Oberfunktion des Zusammenhanges (4.3) 
eine Differentialgleichung 
n 
ZAgMD— Bi 25 2 vum (4.4) 
k=0 


mit den Anfangsbedingungen 
o—1 
90 +) = = [3 — YZopM0-+)- Anna] ; p=12:..(n—1) (4.4a), 
n k=0 


wo 
Oo +)=P(0 +) = BalAn 
ebenso A, und B, wie im Lehrsatz 2. 
Der umgekehrte Lehrsatz ist ebenfalls richtig. 
Beweis. Um den Lehrsatz 2a zu beweisen, genügt es, in (4.1) vorauszusetzen, daß 
ft) = n() =1. Dann nehmen die Zusammenhänge (4.1) und (4.2) die Form (4.3) und (4.4) an. 
Den umgekehrten Lehrsatz beweisen wir folgendermaßen. 
Wir wenden die £-Transformation auf die Differentialgleichung (4.4) mit den Anfangs- 
bedingungen (4.4a) an. Wir erhalten 


|} Ar vo) — £IB,] 1=E 2,00 SE (4.5). 
k=0 
Gemäß dem in Formel (1.4) angegebenen Lehrsatz können wir schreiben 
n N men? 2 
s 13,40] - 1&%*| OA 
= = > aa do 


Weiterhin erhalten wir, wenn wir (4.5) und (4.6) in Betracht ziehen, 


(&4 ») - £[p(d] = > (Au 5. E[p@0 iD) + 8[B)], 


= 
(Zr) ro = reason +2. 


Für den Zusammenhang (4.4) gelten jedoch die Anfangsbedingungen (4.4a), Formel (2.7), ebenso 
die Zusammenhänge (2.8), wo wir hatten 


02] 
2 Ag [90 +)=B, JeEh2ze re 
= 
Weiterhin erhalten wir also 
n n 
(3,4 *) 6001 = 89: 12,4 Bu. 
= j-1 
Endgültig bekommen wir 


n n 
(2 A, ») . Ip) = (2 B, >) -s[] 
k=0 k=0 
im Falle m = n. Für den Fall m < n lautet der Beweis so wie vorher. 


5. Anwendungen 
Beispiel 5.1. Gegeben ist folgende Beziehung 
+62 +115+6:-)= (35H 2) FO) (5.1), 
wo F(s) = (s— 2)/s (s + 1) die Unterfunktion der Oberfunktion ) i 
| hd = 3 e7!— 2 ist. Zu finden 
seien die Anfangsbedingungen 9@(0 Hip else nd die Differentialgleichungen, 


deren Integral die Oberfunktion gl) der Unterfunktion Dis) j i 
: g i s) ist, wob 2 
bedingungen erfüllen muß, die aus der Unterfunktion 26) nr EN RE 
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Lösung 5.1a. Im untersuchten Fall haben wir 
43-1, 6, Zell, 46, ,=0, B=1l.h — 3.82, 
KO+H)=-1 A0H=-—3, H0H=3, 10+4)=-3 P0+H=3. 
Gemäß den Formeln (2.2) mit (2.2a) und (2.2b) haben wir 


D 
pP(0 +) = ZUP0H, P=0123,45, 
‘= 


1 ı—ı 
Q)=—, = Dr > 0A 9 01,2, 3,4,5,; 
A; Az k=0 
Wir berechnen 


Q=0, QG=1 =—9 =, =—17, 621 
und dann die gesuchten Anfangswerte ’ 
0 +)=0, 9(0+)=1, (+ =—12, 9"(0+),= 75, 990 +) = — 342, 980 +) = 1317. 
Jetzt schreiben wir den gegebenen Zusammenhang in der Gestalt 
(+68 +115+6)-S[pQ] = (®—35+2)- 2 l- 
Gemäß Lehrsatz 2 ist die Differentialgleichung 
ed HM HN +5 = Hd — 33h + 2 
mit den Anfangsbedingungen 
0 +)=0, O0O+=1, (0+=—12 
die Oberfunktion der gegebenen Unterfunktion (5.1). 


Zieht man hier /,(f) in Betracht und führt die hingewiesene Differentiation aus, so erhält 
man die Differentialgleichung 


OH HUN + -—A+ LEE, 
POH=0, PgO+H=1 FOH=-—12. 


Lösung 5.1b. Die gesuchten Anfangswerte können noch auf eine andere Art erhalten 
werden. Der gegebene Zusammenhang kann anders geschrieben werden, und zwar 


wobei 


(+35 +2)- BER —I3s+M)- Fl)... ...... (5.2), 
wo F;(s) = TC En +2) die Unterfunktion der Oberfunktion f;(t) = a ni erit = 
darstellt. 

Gemäß den Formeln (2.2a) und (2.2b), wo 
A Area ea Bit, Bea 2 und me 
ist, berechnen wir 
Gel, en A 9 e— 2, =D, 0186, 


Weiterhin berechnen wir 
p0+)=0, k0+)=1 R0H=—6 KA0+H)=2, PO+H)=—66, P(0+) = 201 


und schließlich bekommen wir gemäß der Formel (2.2) dieselben Anfangswerte wie in Lösung 5.la. 
Jetzt schreiben wir den gegebenen Zusammenhang in der Gestalt 


| +35+2). pl = —35 +2) -hÖl- 
Gemäß Lehrsatz 2 ist die Differentialgleichung 
OH +2 = RU — 3) + 27.) 
mit den Anfangsbedingungen 
0 +=0, POH=1 


die Oberfunktion der gegebenen Unterfunktion (3.2). 
Zieht man hier f,(t) in Betracht und führt die hingewiesene Differentiation aus, so erhält 
man die Differentialgleichung 


4 2 
ed +2 Zr I EZ", 


wobei 
0 H=0, FOH=1. 
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Da es gleich ist, welche Funktion in der gegebenen Beziehung ausgeschieden 
orteil, wenn wir die konstante Funktion ausscheiden. Dadurch wird die 


Lösung 5.le. 
wird, so ist es von V 
Berechnung der Anfangswerte vereinfacht. _ 

Nun schreiben wir den vorhergegebenen Zusammenhang in der Form 


s(4+78+172+17s+ 6): ©(s) = (852 +85—4 1. 
Statt der hier auftretenden Zahl 1 führen wir gemäß der Formel (1.1) das Produkt s £[1]. Wir 
erhalten 


(4 +78+1782+17s +6): S[pQ] = (®—52+8s—4-£l1l] - - - &3)- 
Gemäß den Formeln (2.7), wo n=4, berechnen wir g(0+), p= 0, 1, 2, 3, 4, 5, und be- 
kommen dasselbe Resultat für die Anfangsbedingungen wie in Lösungen 5.1a und 5.1b. 
Weiterhin ist gemäß dem Lehrsatz 2 die Differentialgleichung 

aD +79") + 179’ +17 +6 = 3 +) An) 

mit den Anfangsbedingungen 
p(0 +) — 0, (0 +) —— 15 p(0 +) = — 1% (0 —) = 75 

die Oberfunktion der gegebenen Unterfunktion (5.3), und daher, weil alle Ableitungen der Ein- 
heitsfunktion »(t) gleich Null sind 
ed +7" H+TPFH HEN = —4, 


0 +=0, POH=-1 FOH=—2, P’0H=7. 
Wie hieraus folgt, gibt es eine größere Anzahl von Differentialgleichungen, die zu der- 
selben Unterfunktion der gesuchten Oberfunktion führen. Die gesuchte Oberfunktion g(f) ist 
jedoch nur eine und in jedem Fall immer dieselbe. 
Beispiel 5.2. Gegeben sei das Differentialgleichungs-System 
4X +72 —4y — 9y—27°—5z=1, 
67 +92 —5y —10y—37—6z=t, ee, - (5.4), 
2X -+x + 3y+27”’+7z=0 


Eder, et een 
Man soll die Unterfunktionen und Oberfunktionen bei den Umbildungen des Differential- 
gleichungssystems (5.4) angegeben, wobei man die £-Transformation anwendet und der Reihe 
nach die Unbekannten Z(s) und Y(s) eliminiert. 
Lösung. Wendet man die £-Transformation auf das Differentialgleichungs-System (5.4) 
an, so erhält man nach der Elimination von Z(s) 
122 +545+549).X)— 83+405s +48): Y)=(2s+7)-£ll], 


38 55a). 
= ei j 


wobei 


wo 


(18 5? + 755 + 69) - X(s) — (10? + 465 + 52): Y(s) = 


Gemäß dem Lehrsatz 2, ist das Differentialgleichungs-System 
122” + 540 +542 — 8y’—40y—4y=7, 
182” + 752° +692— 10y’— 46 —52y—=2+71 
mit den Anfangsbedingungen 
= 


()=0, 7)=-—-, y0=0, YO) -— 


wD| ww 


die Oberfunktion des Gleichungs-Systems (5.5a). 
Eliminiert man weiterhin Y(s) aus dem Gleichungs-System (5.5a), so bekommt man 
64369 +66°+369)-X) = (58 — 198 — 65 +24),.2[1] . .. &:6@) 
Gemäß dem Lehrsatz 2, ist die Differentialgleichung 
ball) + 36.2” (l) + 66. 8 (t) + 36 ED = 24 
mit den Anfangsbedingungen 


17 


2O)=0, = —-, 0) = . 20) z 


a| on 


die Oberfunktion der Gleichung (5.6). 
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Beispiel 5.3. An den elektrischen Stromkreis (Bild 1a), der keine Energie i 

ae : 4 ergie in der Induk- 

N enthält, wird die Spannung u = U e-«t gelegt, wo „U“ und ‚a“ ne reelle Werte 
ind. 


2 -Rral 


U=Constans 


a, 
ar 


a) b) 2 
Bild 1 


. _ Man soll den Stromkreis durch einen anderen ersetzen, an den konstante Spannung gelegt 
wird, so daß der Verlauf des Stromes derselbe bleibt wie im Stromkreis aus Bild 1a. 
Lösung. Für den Stromkreis aus Bild 1a schreiben wir 


DU eh lee 


wo 
i0) = 0. 
Wendet man die £-Transformation an, so erhalten wir 
U 
ip : er 
Es+ RI)... 
und weiterhin 
1 E 
Ls+(R+al) + 1 Stöhr ee): 
— sn, ; 
aR 


Die Integro-Differentialgleichung 
t 
Li+Ri+t [id- U, 
1) 
0 


i(0) = 0 
und 
1 
Lu L,.Rh=ehrtaL, GSP’ 


ist die Oberfunktion der Gleichung (5.7a). 

Der gesuchte elektrische Stromkreis besteht aus Elementen R,, L,, C, und ist in Bild Ib 
dargestellt. 

Statt also den Stromkreis aus Bild 1a mit der sich gemäß der Exponentialfunktion U e=“! 
veränderlichen Spannung zu untersuchen, können wir den Stromkreis aus Bild 1b untersuchen, 
der auf konstante Spannung ‚‚U“ eingeschaltet ist. In beiden Stromkreisen ist der Verlauf 
des Stromes i(f), der Spannung uz(f) und der Spannung u;(f) derselbe. 
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18. R. Burns, Über Geradenhüllbahnen einer Konchoidenbewegung 


ZAMM 41 (1961) Heft 1/2, Seite 18-25 


Über Geradenhüllbahnen einer Konchoidenbewegung 
Von R. Bereıs 


In nachstehender Arbeit werden Geradenhüllbahnen bei Konchoidenbewegungen betrachtet, also bei jenen 
ebenen Zwangsläufen, bei denen eine Gerade der Gangebene während des ganzen Bewegungsablaufes durch 
einen festen Punkt der Rastebene gleitet. Die Eigenschaften der Geradenhüllbahnen werden durch räumliche 
Betrachtung mit Hilfe der Netzprojektion abgeleitet. Schließlich werden Aussagen über Geradenhüllbahnen 
bei speziellen @etrieben gemacht, insbesondere bei der Kurbelschleife und bei dem Schleifschieber. 


The straight line envelopes of conchoidal motion are considered. Their properties are deduced from ihree- = 
dimensional considerations with the help of netzprojections. The results are applied to special gears, in 
particular to the slider-crank mechanism and to the conchoidograph (i.e. a mechanism that has two sliding 
pairs and two hinges). 

B Hacrosımeii pa6oTe paccMmaTpuBamTchH TpaekTopuu B BUIE OTHÖAIWIUMX IPAMBIX IIPMH 
KOHXOHNANILHBIX BIMFKECHUSIX, T. €. TEX HPHHYJIHTEJIBHBIX BUKeHHAX, Y KOTOPBIX HeKOTOPAA 
IIPAMasAı NONBMKHON INIOCKOCTH B TEYCHHUU BCerO JIBUKEHHA CKOJIBSUT Mepes HEKOTOPYIO 
(DHKCHPOBAHHYIO TOYKY HEIONBISKHOU INIOCKOCTU. CBoÄCTBa PaccMaTpuBaeMbIX TpaekTopuä 
BbIBONATCH IIPM IIOMOINM IIPOCTPAHCTBEHHLIX paccyrknenmü. HarkoHem NalmTcH HEKOTPBIE 
CBENEHHA O TPACKTOPHUAX Y CHEIIMAJIBHbIX MEXAHU3MOB, B YACTHOCTYH y KYJIHMCHOTO METBIPEX- 
3BEHHHKAH Y YETBIPEX3BEHHOTO MEXAMHH3MA C ABYMA BPAIATeJIbHBIMH U IByMA IIOCTYIIATeJIBHBI- 
MH IapaMmu. 


1. Einleitung 


Die Untersuchung ebener Figuren und Konfigurationen kann in gewissen Fällen bekannt- 
lich dadurch wesentlich vereinfacht werden, daß man das zu untersuchende zweidimensionale 
Gebilde K, als Projektion eines dreidimensionalen Gebildes K, auffaßt und sodann zufolge der 
Eigenschaften des K, und der zugrundegelegten Abbildung Aussagen über das K, macht. Durch 
diese Vorstellung ist es häufig möglich, geometrische Eigenschaften des K, in außerordentlich 
übersichtlicher und anschaulicher Weise zu erkennen. 

Vorliegende kleine Note soll einige Eigenschaften der Fußpunktkurven ebener Kurven 
mit Hilfe der Netzprojektion ableiten. Dabei wird sich ein Zusammenhang mit einem speziellen 
ähnlich-veränderlichen ebenen System ergeben, bei dem alle Punkte auf Kreisen durch einen 
festen Punkt laufen, während jede Gerade ein Strahlbüschel erfüllt. Durch Betrachtungen 
dieses ähnlich-veränderlichen ebenen Systems lassen sich wieder Aussagen über Geraden-Hüll- 
bahnen bei Konchoidenbewegungen machen, also bei Bewegungen, bei denen eine feste Gerade 
der Gangebene während des gesamten Bewegungsvorganges durch einen festen Punkt der Rast- 
ebene gleitet. 


.2. Die Netzprojektion 


Es sei ©(p) eine euklidische Rechtsschraubung mit dem Parameter p und der (stets lot- 
recht gedachten) Schraubachse a, ferner x eine Ebene normal zu a. Die Schraubtangenten ? 
aller Punkte von zz werden sodann als Abbildungsmittel verwendet. Man spricht von einer 
„Netzprojektion“, da die ausgezeichneten Schraubtangenten ? mit den Strahlen eines gewissen 
Drehnetzes übereinstimmen, das die Schraubachse a als Hauptstrahl und die Ebene x als Mitten- 
ebene besitzt. Alle „„Projektionsstrahlen“ £ schneiden zwei konjugierte hochkomplexe Minimal- 
geraden, die in imaginären Parallelebenen zu x im Abstand + pi von zliegen. Von dieser schon 
vielfach untersuchten Abbildung seien folgende Eigenschaften erwähnt [1], [2], BB], 4], B]: 


a) Netzriß eines Punktes 


Durch jeden Punkt P des Raumes geht genau ein Strahl des Drehnetzes, das der Ab- 
bildung zu Grunde gelegt wird. Jener Punkt von x, dessen Schraubtangente dieser ‚‚Projektions- 
strahl“ ist, wird als Netzriß Pr von P bezeichnet. 

Faßt man die Bildebene x als Gausssche Zahlenebene mit dem Ursprung O in der Mitte 
des Drehnetzes auf, versteht man unter P’ den Normalriß von P(&, y, 2) —x,y,z seien in- 
Asoeene kartesische Punktkoordinaten — auf x, bezeichnet man ferner jene komplexe Zahl, 

ie einen Punkt von x beschreibt, mit demselben lateinischen Großbuchstaben, wie den Punkt 
selbst, und setzt man schließlich z = tg& (€ = Winkelkote von P), so gilt fürp=1 


Pu — Proost.e-tt mE Cash 7 PR 
cosö-+isind 1 +Fitelu Lhie ie QM). 


b) Netzriß einer Kurve 


Soll eine Raumkurve c abgebildet werden, so le 


(Abbildungs-) Drehnetz angehört. Die Be an Auch an u 


Spurkurve von ® wird als Netzriß c* von c angesprochen. 
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Ist c insbesondere eine Gerade g allgemeiner Lage, so besteht © aus der einen Erzeugenden- 
schar einer gewissen Fläche 2. Ordnung mit horizontalen Kreisschnitten. Der Netzriß g” vong 
ist daher im allgemeinen ein Kreis durch den Spurpunkt G von g. Für ein Auge auf der Schraub- 
achse im Abstand p von r sei G% der Fluchtpunkt von g und G7 ihr Drehfluchtpunkt (= Netz- 
riß Gy des Fernpunktes G, von 9). Dann gilt, für p =1, 


G—26 _ G+zißk 


g® = (G cos& — G% sind) = zer ee (2). 


Der Bildkreis g” von g besitzt somit die Strecke GG? als Durchmesser. Sein Mittelpunkt M ist 
gegeben durch 


M=>.(64 ER ILE | ee A (8) 


und für irgend einen Punkt P von gilt 


SEGEN EN, U (4). 


Kennt man von der Geraden g ihre PLücker-Koordinaten Pi; so kann man für den Netz- 
riß g” von g schreiben [6] 


ge — 1 ‚DP2—-Pti(Ppz+Pp) 
Ps l+zi t 


1 : 
Meere pel: EN En (5). 


1 
r=5 Vs + Po? + (Pı + po® 
Ps 


Sonderfälle: 


a) Für Gerade normal zur Bildebene x gilt G, = G% = 0. Daher bilden sich die oo? Geraden 
normal zu x auf die Kreise des Kreisbündels O ab. 

ß) Der Netzriß einer Geraden parallel zur Bildebene ist wieder eine Gerade. Wird eine 
solche horizontale Gerade in der Richtung der Schraubachse a verschoben, dann dreht sich 
ihr Netzriß um den Lotfußpunkt des Lotes aus O auf 9’. Dieser Lotfußpunkt ist naturgemäß 
der Netzriß der durch die horizontale Gerade normal zu z gelegten Ebene. 

y) Für einen Netzstrahl ? gilt P”=G, d.h. der Netzriß eines Netzstrahles ist sein Spur- 
punkt. 


c) Netzriß einer Fläche 


Soll eine Fläche y abgebildet werden, so bestimmt man jene y berührende Strahlfläche &, 
die dem Abbildungsnetz angehört. Die Berührkurve u zwischen ® und Y nennt man den wahren 
Netzumriß von Y. Das Netzbild u“ von u (= Spurkurve von ®) wird als scheinbarer Netzumriß 
oder kurz als Netzriß 7” von Y bezeichnet. 

Das Netzbild c” einer Flächenkurve c von Y berührt so oft den Netzriß u“ von Y, wie c 
den wahren Netzumriß u schneidet. 


Ist Y insbesondere eine Ebene ®%(t, 4, 3) — Lt, ), 4 seien inhomogene kartesische Ebenen- 
koordinaten — so liegt in ® genau ein Strahl des Abbildungsnetzes. Der Spurpunkt dieses 
„Projektionsstrahles‘ wird als Netzriß ®”, der Netzstrahl selbst als wahrer Netzumriß von ® 
bezeichnet. Der Punkt ®” wird von der Drehflucht e/ von PB aus der Bildspur e, ausgeschnitten. 
Fürp=1gilt 


a) A ee BE TB O); 


Sonderfälle: | 

a) Liegt eine Ebene ® parallel zur Bildebene, dann ist ihre Ferngerade ihr wahrer Netz- 
umriß. Wie aus (1) unmittelbar abzulesen ist, gilt: 

Jedes ebene, zu z parallele Feld & wird durch die Netzprojektion auf ein ähnliches Feld €” 
in z abgebildet, das aus dem Grundriß €. durch die Drehstauchung (0; cos ß - e='P) hervorgeht. 

ß) Der Netzriß einer Ebene normal zur Bildebene ist der Lotfußpunkt auf ihrer Spur in 
aus 0. Insbesondere ist der Mittelpunkt O des Abbildungsnetzes der Netzriß aller Ebenen durch 
den Hauptstrahl des Netzes (= z-Achse). 

2* 
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3. Netzriß eines lotreehten Zylinders 


Ist c die Basiskurve eines lotrechten Zylinders 3 (c = 3’), so erhält man den Netzumriß g" 
von $ als Fußpunktkurve von c in bezug auf die Netzmitte O (Bild 1). Die Gesamtheit (T) der 
Berührpunkte T der den Zylinder $ berührenden Netzstrahlen bilden den wahren Netzumriß u 


von 8 (u’= ec’). 


um=zW 


Bild 2 
Bild 1 


Legt man, wie Bild 2 zeigt, die zu r normale Ebene durch einen $ berührenden Netzstrahl t 
und die Parallelebene durch die Schraubachse a um, so erkennt man zufolge der Ähnlichkeit 
der Dreiecke T’ T“ T”’ und O TS, R’’ die für den wahren Netzumriß von 3 gültigen Beziehungen 


T’=(h+hi)er, De N RR (7), 


wobei A = h(p) die Basiskurve c in polaren Speerkoordinaten bedeutet. 


Bild 3 


Beispiel: Ist 3 ein lotrechter Drehzylinder mit dem Basiskreis k(M, r) und wird M=—.a 

gewählt, sogilth=r—acosp. 

j Der Netzumriß 3” ist demnach eine Pasoarschnecke (Bild 3) mit dem singulären Punkt 0, 
während nach (7) der wahre Netzumriß (T) durch 
T’=re—.a, N Me 

T—AC0sp 

beschrieben wird. In karthesischen Normalkoordinaten mit de 'Spr i 
ee en mit dem Ursprung in M lauten daher 


C=Tcosp, y=rsinp, SaCADERGE 
ER T—Ac0so 
0:2: =(l+Mdfr—a+L(r+alr 1 —-Y{r—a+k(r+a)]: 
art[r—a+k(r+a]l:2apt(l +2), 
en 
wobei 82 —= [ gesetzt wurde. (T) ist demnach eine rationale Raumkurve 4. Ordnung. 


_ läuft ihr Netzriß ein Geradenbüschel, dessen Träger der Netz- 
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.Läßt man einzelne Punkte P auf 8 Kurven (P) durchwandern und bildet deren Nee 


(P”), so erhält man Erkenntnisse über geometrische Eigenschaften des Netzrisses Zu: 


a) Verschiebt man einen Punkt P der Basiskurve c in z-Richtung, so beschreibt er eine _ 


Erzeugende e von 8. Dabei beschreibt P” einen Kreis durch O mit der Mitte, der 3 berührt: 


Es gibt oo! Kreise durch O, die 3” berühren und deren Mitten auf einer Kurve C„, liegen, 
die aus c durch eine zentrische Stauchung 1:2 von O aus hervorgeht. (Bild 4 zeigt diese Ver- 
hältnisse bei einem elliptischen lotrechten Zylinder. Der Netzumriß ist in diesem besonderen 
Fall eine bizirkulare rationale Quartik mit einem reellen sin- 
gulären Punkt in O.) 

b) Verschiebt man eine Tangente von c in z-Richtung, 
so überstreicht sie eine Tangentialebene r von 8. Dabei durch- 


riß 7” von 7, also der Lotfußpunkt von O auf der Tangente ist 
(Bild 3). | 

c) Verschiebt man die Basisebene c in z-Richtung, so 
erhält man die Schichtenlinien (s) des Zylinders 3. Dabei erhält 
man als deren Netzrisse (s”) eine Drehstreckschar von ähn- 
lichen Kurven aus O0. Jede dieser Kurven s” berührt 8” so 
oft, als die Schichtenlinie s den wahren Netzumriß von 8 
schneidet. 

In dem oben erwähnten Sonderfall eines lotrechten 
elliptischen Zylinders erhält man eine Drehstreckschar von 
ähnlichen Ellipsen, die die Fußpunktkurve von c bez. O dop- Bild 5 
pelt berühren (Bild 5). 

Die einzelnen Kurven s” kann man als Phasen eines speziellen ähnlich veränderlichen 
Systems auffassen, bei dem alle Punkte Kreisbahnen durch O und alle Geraden gewisse Strahi- 
büschel durchlaufen (der Büschelträger ist der Netzriß der durch die entsprechende Raum- 
gerade gehenden Ebene normal zu x). a 

So liegen in dem oben herangezogenen Beispiel die Mitten aller Ellipsen der Drehstreckschar 
auf einem Kreis durch O (Bild 5), während alle Haupt- wie Nebenachsen, ja irgendwelche homolog 
liegenden Geraden der einzelnen Ellipsen stets durch je einen festen Punkt gehen. 

Zieht man daher an die einzelnen Kurven s“ aus irgend einem Punkt H von 8” Tangenten, 
so gehen homolog liegende Tangenten durch die gleiche Drehstreckung um O auseinander hervor, 
wie die zugehörigen Kurven s”. Die Berührpunkte liegen dabei stets auf einem Kreis durch O. 
In Bild 5 ist das im Falle des elliptischen lotrechten Zylinders für einzelne Ellipsen s” durch- 
gezeichnet. 


N 
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4. Geradenhüllbahnen bei einer Konchoidenbewegung 


Bringt man in einem Punkt O eine drehbar gelagerte Hülse an, durch die eine Führungs- 
stange a gleiten möge, und führt man irgendeinen Punkt H von a längs einer Kurve (H), so 
umhüllt eine in H normal zu a mit a fest verbundene Gerade 9, die negative Fußpunktkurve (g,) 
von (H) in bezug auf O. Eine weitere in H mit a fest verbundene Gerade 9, (X 9 9a = a) hat 
bei diesem ebenen Zwanglauf als Hüllbahn (g,) eine Kurve, die aus (g,) durch die Drehstreckung 
(0; cos a - e*) hervorgeht. Das ist unmittelbar einzusehen, wenn man (H) mit 3” und (g,) mit c 
identifiziert. 

Da die Hüllbahnen paralleler Geraden bei irgendeinem Zwanglauf Parallelkurven sind, 
gilt somit der Satz: 

„Bei einer Konchoidenbewegung ist die Hüllbahn (g) einer Geraden g der Gangebene in der 

 Rastebene im allgemeinen eine Parallelkurve der negativen Fußpunktkurve c der Bahn (H) 
eines beliebigen Punktes H der Führungsstange a in bezug auf die (als Punkt zu denkende) 

Führungshülse O, oder die Parallelkurve einer aus c durch eine Drehstreckung um O hervor- 

gegangenen ähnlichen Kurve; alle zur Führungsstange parallelen Geraden der Gangebene 

umhüllen naturgemäß Kreise, da a selbst ein Strahlbüschel durchläuft. 

1. Beispiel: Kurbelschleife 

Zwingt man einen Punkt H der Führungsstange f mittels einer Kurbel M H (M = Kurbel- 
lager) auf einen Kreis, so erhält man die Bewegung des sogenannten Kurbelschleifengetriebes. 

a) Führungshülse O innerhalb des Bahnkreises von H (Umlaufende Kurbelschleife) 

Die Strahlen des Büschels H umhüllen ähnliche, monofokale Ellipsen, die eine Drehstreck- 
schar um O bilden (Bild 6). Jede dieser Hüllbahn-Ellipsen berührt den Bahnkreis von H doppelt. 
Die Geradenhüllbahnen bei einer schwingenden Schleifkurbel sind also i. a. Ellipsen oder Parallel- 
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s von H (Sehwingende Kurbelschleife) ; 
n äh iche, monofokale Hyperbeln (Bild N, diesalle, (2 R 
t; en und eine Drehstreckschar um den gemeinsamen Brenn- 

Geraden der. ‚Gangebene besitzen daher i.a. Parallelkurven von Ar er 
2 Die Hüllbahnen der zu f parallelen Geraden der ‚Gangebene sind er 
ie A 


kreis von ir en ee 
Ä  schleife). 

Ei. Sämtliche Strahlen desBüschels 7 
_ durchlaufen in der Rastebene Strahl- 
chel, deren Träger auf dem Bahn- 
'eis von H liegen (Bild 8). Alle ande- 
ren Geraden der Gangebene besitzen 
_ daher, ‚kreisförmige Hüllbahnen. Ge- 
schilderte Bewegung ist die Umkehr 

_ einer Ellipsenbewegung. 


Bild 8 Bild 9 


2. Beispiel: Schleifschieber (Schubschleife) 
Durchläuft ein Punkt H der Führungsstange f (die durch eine in O drehbar gelagerte Hülse 
gleitet) eine Gerade s (= Führungsschiene), so umhüllen alle Geraden durch H (außer f) ähnliche, 
 monofokale Parabeln, die eine Drehstreckschar um den gemeinsamen Brennpunkt O bilden 
- (Bild 9). Alle Parabeln der Schar haben die Gerade s zur gemeinsamen Tangente, sind somit 
Inkegelschnitte des Vierecks gebildet aus s, der Ferngeraden und den beiden Minimalgeraden 
durch O. 
. Bei einer Schleifschieberbewegung umhüllen die Geraden der Gangebene i.a. Parabeln 
oder deren Parallelkurven; die Geraden parallel zur Führungsstange umhüllen hingegen, wie 
bei jeder Konchoidenbewegung, Kreise. 
3. Beispiel: Symmetrischer Schleifschieber 
Es sei H ein Punkt der Führungsstange, die durch eine in O drehbar gelagerte Hülse gleitet, 
und 9, das Lot in H auf /, ferner A ein Punkt von 9, in der Entfernung a von H. Gleitet A auf 
einer Geraden s der Rastebene im Abstand a von 0, so entsteht ein ebener Zwanglauf, der auch 
‚durch symmetrisches Abrollen zweier (kongruenter) Parabeln hervorgerufen werden kann (Bild 
10). Die Führungsschiene s ist dabei die Leitgerade der Ratsparabel p, O deren Brennpunkt 
und / die Leitgerade der Gangparabel p. Der beschriebene Mechanismus wird „Symmetrisches 
‚Schleifschiebergetriebe” genannt. Die Bahn (H) von H ist die Gegenpunktkurve der Rast- 
'parabel p, in bezug auf jenen Punkt L der Achse, durch den die Leitgerade von p, geht, also 
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eine gerade Strophoide. Diese rationale a Kubik En Se ee er er 
tote parallel zu sin doppelter Entfernung wie 0. Sie } 
Ne Wendepunkte, von denen zwei konjugiert komplex sind, während der reelle Wende- 
in den Fernpunkt von s fällt. r 
Dee Air Here des symmetrischen Schleifschiebers een Et Ei SE sie Br 
) raden Strophoiden ın bez 
H (f ausgenommen) negative Fußpunktkurven von ge ee oa 
] Scheitel O, die eine Drehstreckschar um O bilden. g 
ho wieder Kreise umhüllen, sind die Hüllbahnen der anderen Geraden der Gangebene 


Parallelkurven dieser negativen Fußpunktkurven von geraden Strophoiden. 


Po 


Bild 10 


Da die gerade Strophoide anallagmatisch mit dem Inversionszentrum in ihrem Scheitel O 
ist (Inversionskreis trägt den Doppelpunkt ZL), stimmt ihre negative Fußpunktkurve mit dem 
Aufpunkt O überein mit ihrer Polarkurve bezüglich eines Kreises um O durch L. Demnach ist 
die Hüllbahn (g,) eine rationale, zirkulare Kurve 4. Ordnung u. 3. Klasse mit einer Spitze im 
Parabelscheitel O und der Doppeltangente s. (g,) berührt auch die Ferngerade im Fernpunkt 
der Rastparabel und besitzt noch zwei weitere imaginäre Spitzen (dual zu den imaginären Wende- 
punkten der geraden Strophoide). Die Polarkurve des Scheitelkrümmungskreises der Strophoide 
ist eine asymptotische Parabel von (g,). Die asymptotische Parabel geht aus p, durch eine 
Streckung 4:1 von O aus hervor. 

Da der jeweilige Berührpunkt M der beiden Parabeln p, p, stets der Momentanpol ist, 
ist das Viereck OHTM ein Rechteck, wobei T den Berührpunkt von g, mit (g,) bedeutet. Daher 
ist die Evolute der Hüllbahn (g,) die negative Fußpunktkurve der Rastparabel p,, also eine 
TscHIRNHAUSEN-Kubik. (g,) ist somit die symmetrische Evolvente einer TSCHIRNHAUSENkubik. 
Somit gilt: 

„Die bei einer symmetrischen Schleifschieberbewegung auftretenden Geradenhüllbahnen sind 

i. a. symmetrische Evolventen von TscHIrnHAusenkubiken oder deren Parallelkurven; 

die /-parallelen Geraden hingegen umhüllen wie bei jeder Konchoidenbewegung Kreise.‘ 
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Abschließend sei noch auf einen anderen Zugang zu den Geradenhüllbahnen bei der Be- 
wegung eines symmetrischen Schleifschiebers hingewiesen. Ist nämlich g eine Gerade der Gang- 
ebene bei irgendeiner symmetrischen Rollung [7], so ist’ das Spiegelbild von g bezüglich der je- 
weiligen Wälztangente eine feste Gerade g* der Rastebene. Ein Kreis um das Momentanzen- 
trum M, der g berührt, berührt demnach auch 9*. Somit ist die Hüllbahn (g) von g auch als 
Rest der Hüllkurve der-oo! Kreise zu erhalten, die g* berühren und deren Mitten auf der Rast- 
polkurve liegen. 
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Bild 11 


Bild 11 zeigt, wie die Hüllbahn von 9, = [HA] = Achse der Gangparabel auf diese Art 


gefunden werden kann. 
Dieser kurzen Note soll eine weitere folgen, die die rechnerische Erfassung der Geraden- 


hüllbahnen bei Konchoidenbewegungen schildert. 
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Schiffswellen als Beispiel für die Wellenausbreitung 
in anisotropen, dispergierenden Medien” 
Von E. BECKER 


i trie der Wellenbilder, die man z. B. auf der freien Oberfläche eines Stromes schwerer Flüssig- 
herbei ni harmomischer Störung beobachten kann, werden durch Zurückführung auf ee 
Gesetzmäßigkeiten der Wellenausbreitung in amisotropen, dispergierenden Medien erklärt. Hierbei wird an 
Begriffsbildungen angeknüpft, wie sie in ähnlicher Form u. a. aus der Optik anisotroper Medien bekannt 


sind. 


The geometry of wave phenomena such as observed, on the surface of flowing heavy liquid in case of a 
sharply localised harmonic disturbance i8 explained in terms of the general laws of wave we in 
anisotropic dispersive media. Conceptions similar to those used in the optics of anisotropie ia are intro- 
duced in the discussion. 

T'eoMmeTpus BOAIHOBbIX 06Pa30BaHma, HOJIYYAloIIMXCH HampuUMep HA IIOBEPXHOCTH HOTORA 
TSBKEJIOÜ FKHIKOCTH, OÖLACHACTCH, CBOAA BOIIPOC K OÖLIUM 3AKOHOMEPHOCTAM PACCHPOCTAaH- 
HEeHMI BOJIH B AHU30TPOIIHEIX, BbIBbIBAIOIIMX JIMcIepcwio cpenax. IIpu 3TOM HPHMBIKaeTcH K 
TOHATUAM, U3BECTHBIM B IIONOOHOM BHIE HaIpuMep U3 OITUKHU AHU30TPOIIHBIX CPen. 


1. Einleitung 


Wenn man die freie Oberfläche eines unendlich ausgedehnten, mit konstanter Geschwindig- 
keit über horizontalem Boden fließenden Stromes schwerer Flüssigkeit durch eine harmonisch 
pulsierende, punktförmige Störung zu Schwingungen anregt, so entsteht ein ziemlich kompli- 
ziertes Wellenbild auf der Oberfläche dieses Stromes [2], [3], [8]- Das von einem nicht pulsieren- 
den Störpunkt verursachte Wellenbild ist als der Grenzfall, daß die Pulsationsfrequenz der 
Störung gegen 0 geht, in diesen Wellenbildern enthalten [1], [5]. Im allgemeinen spricht man 
in diesem Grenzfall von ‚„Schiffswellen‘ (vgl. aber die Definition in [2]). Die folgenden Über- 
legungen haben eine einfache Deutung der Wellenbilder der pulsierenden Störung zum Inhalt, 
die an Begriffsbildungen anknüpft, wie sie in ähnlicher Weise in der Optik anisotroper Medien 
(Kristalloptik) üblich sind [4], [7]®). 


2. Begriff der Gruppengeschwindigkeit 


Wir betrachten einen n-dimensionalen Raum, in dem eine skalare Größe?) y(x,, 2,..., 
X, t) definiert sei. y soll gewissen Gleichungen genügen, von denen wir voraussetzen, daß sie 


linear sind und daß sie Lösungen in Form ebener Wellen in dem Raum der Variablen x, 2,..., 
X, den wir auch als ‚‚y-Raum‘“ bezeichnen wollen, haben. D.h. y kann in der Form 
ya el). 7% See 


gegeben sein. ft ist der Wellenzahlvektor mit den Komponenten k,,ky,...,k, und t der Orts- 
vektor im y-Raum mit den Komponenten x,, %y, ++, %n; die skalare Größe w(f) > 0 ist die 
Kreisfrequenz und ? die Zeit. Die Kreisfrequenz hänge in vorgegebener Weise vom Wellenzahl- 
vektor f ab; diese Abhängigkeit wird als ‚„‚Dispersionsgesetz‘‘ der „y-Wellen‘“ bezeichnet. 

Die Phasengeschwindigkeit d der Welle (1) ist offenbar durch 


b=1wel) . .. Su ie ie 


gegeben, denn dies ist nach (1) die Geschwindigkeit, mit der sich Punkte gleicher Phase im 
y-Raum bewegen. 

Wegen der vorausgesetzten Linearität lassen sich die Wellen linear superponieren. Durch 
Überlagerung zweier Wellen mit nahe benachbarten Wellenzahlvektoren f erhält man dann auf 
einfache Weise einen Ausdruck für die „Gruppengeschwindigkeit“ u. Wir wählen hierzu zwei 
Wellen mit den Wellenzahlvektoren t+ dt und t—dt mit beliebigem, infinitesimalem dt, 
d.h. den Kreisfrequenzen & + do und  — dw, wobei 


day = grad mw dh 2 7. mu. ee 


en Untersuchung wurde durch das Wirtschaftsministerium des Landes Baden-Württemberg 


!) Man vgl. auch eine nach Drucklegung dieser Mitteilung erschienene Arbeit von M.J. LIGHTHILL, 


Studies on magnetohydrodynamic waves and other anisotropic wave motions, Phil Tra 
Ser. A. 252, pp. 397-430, (31. 3. 1960). : En rap Bor kan u 


°) In der Kristalloptik hat man es im Gegensatz hierzu mit vektoriellen Größen y zu tun. 
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ist. Der Gradient ist im „Wellenzahlraum‘“ zu bilden, also grad» = {oöwJök,, dw/ök,, 
Ow/ök,;. Man erhält nunmehr als Überlagerung der beiden Wellen: 


y— ll +M:—(o+do)i] 1 ell—Mr— (0 —da)t] 
= 2er Zen cos[di(t— grad w - f)] 


Es ergibt sich also wieder eine ebene Welle, deren Amplitude aber jetzt mit dem Faktor 
cos [dt (t — grad @ - i)] moduliert ist. Diese Modulation pflanzt sich mit der Gruppengeschwindig- 
keit u im y-Raum fort, wobei nach (4) offenbar 


eng 


! UELI ee Be (5) 
1st. 
Der Ausdruck (5) ist die natürliche Verallgemeinerung des für isotrope Medien gültigen 
Ausdrucks für die Gruppengeschwindigkeit. In der Optik ist für u auch die Bezeichnung ‚‚Strahl- 
geschwindigkeit‘ üblich. 

“ In einem isotropen Medium ist @(f) = w(|t]) und somit 


t oo 
era re 6). 
1 lt | “ 


Der Vektor der Gruppengeschwindigkeit ist also hier dem Wellenzahlvektor und damit dem 
. Phasengeschwindigkeitsvektor gleichgerichtet und hat den Betrag 


ul == ol A N Se en ee 9 es (7). 


Von gewissem Interesse ist außerdem noch der Fall, daß die in die Richtung von £ fal!ende 
Komponente u, der Gruppengeschwindigkeit, d. h. also 


= " SIETENU he. EEE RE N. (8), 
mit der Phasengeschwindigkeit übereinstimmt, d.h. daß die Beziehung 
t ot) 
Te MO re ee Ar (9 
n i i 
besteht, oder: 
o(t) = - grad w ee A et (10). 
Nach Gl. (10) muß in diesem Fall w(f) eine homogene Funktion 1. Grades von £ sein, d.h.: 
o(of) = o off) ee ee ale 


Dieser Fall ist in der Kristalloptik u. a. dann gegeben, wenn man die dielektrischen Konstanten 
des Kristalls als unabhängig von der Frequenz ® betrachten kann [4], [6]. 


3. Frequenzfläche und Phasenfläche 


Wir denken uns im Wellenzahlraum die Flächen w(f) = const. konstruiert (Bild 1). Bei 
vorgegebener Frequenz &, sind im y-Raum sämtliche ebenen Wellen möglich, deren Wellen- 
zahlvektoren im Wellenzahlraum auf der „Frequenzfläche“ 

o(f) = w, enden („Frequenzbedingung‘“ [2]°). Für eine At 

bestimmte Welle mit dem Wellenzahlvektor {= 0A ist ae: 

hierbei die Richtung der Gruppengeschwindigkeit durch 
die Richtung des Vektors OB gegeben, der senkrecht 
auf der Tangentialebene in A an die Frequenzfläche steht 2 
(Bild 1), denn in diesem Fall stimmt die Richtung von OB > 
mit derjenigen des Gradienten von ® in A überein. Der R Freguenzfläche 
Fall, daß die Richtung von grad ® derjenigen von OB / ech 
gerade entgegengesetzt ist, soll zunächst ausgeschlossen 0 k, 


werden. 
} : i it F Eläch 
Weiterhin denken wir uns die zum Wellenzahlvektor BAETTW SllBzal reine DEU ETESBERELIERE 


t= 0A gehörige Welle im y-Raum durch zwei aufeinander- 
folgende Ebenen konstanter Phase E und E’ im Phasenabstand 2, also z. B. durch zwei 
aufeinanderfolgende ‚‚Wellenberge“, repräsentiert. Die Ebene E soll hierbei durch den Null- 
punkt O* des Koordinatensystems gehen (Bild 2). Der senkrechte Abstand der Ebene E’ vom 


3) Diese „‚Frequenzflächen‘ entsprechen etwa den „‚Normalenflächen“ in der Optik (vel. [4], [7))- 


IRB; 
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i en Vektor OA* = 2 t/|t|? gegeben, mit OA*| = 4, wobei = 2/|t| die 
Sg Der Vektor von De | ee Ebene je ‘in Richtung der Gruppen- 
geschwindigkeit, d. h. in Richtung des Vektors OB, sei OB =T. 

Nun sieht man leicht folgendes ein: 
Da der Vektor OB im Wellenzahlraum dieselbe Richtung wie T im y-Raum hat, ist sein Betrag 


durch 


gegeben, wobei die letzte Gleichung deshalb gilt, weil die Ebenen E und E’ im Phasenabstand 
9% aufeinanderfolgen. Also kann man jetzt schreiben: 


Denkt man sich nun für alle auf der Frequenzfläche 
&® = w, endenden Vektoren f die Ebenen E’ im y-Raum 
konstruiert, so hüllen diese Ebenen im allgemeinen eine 
Fläche ein, die mit „Phasenfläche“ (Bild 2) bezeichnet 
wird®). Der Berührungspunkt der Phasenfläche mit der 
Ebene E’ ist der Punkt B*. Dies ergibt sich folgender- 
maßen: Wegen der Enveloppeneigenschaft der Phasen- 
fläche muß dieser Berührungspunkt auf den Schnitten je 
zweier infinitesimal benachbarter Ebenen E’ liegen, die 
sich im Wellenzahlvektor um dt unterscheiden, wobei die 
Richtung des infinitesimalen Vektors df nur durch die 
Forderung eingeschränkt ist, daß dt in der Frequenzfläche 
liegt. Bezeichnen wir für den Augenblick den Ortsvektor 
des in Frage stehenden Berührungspunktes mit t, so gilt 
demnach ff = 27 zusammen mit (E + d)t = 2n, oder: 
dti=0. T steht also senkrecht auf allen in der Frequenz- 
fläche liegenden dt und ist somit parallel zum Vektor der 
Gruppengeschwindigkeit. Da dies oben aber für t voraus- 
gesetzt war, giitt—1. | 

Man erkennt, daß eine duale Beziehung zwischen Fre- 
quenzfläche und Phasenfläche besteht, deren Charakter aus 
den Bildern 1 und 2 deutlich wird. Auf Grund dieser Be- 
ziehung kann die eine Fläche immer konstruiert werden, 
wenn die andere vorgegeben ist. In den meisten Fällen, z.B. 
bei Schiffswellen (Abschnitt 5) besteht das Problem darin, 
zu vorgegebener Frequenzfläche die Phasenfläche zu finden. 

Es bleibt noch der oben ausgeschlossene Fall, daß die 
Richtung von grad & derjenigen von OB entgegengesetzt ist. 
In diesem Fall sind unsere Überlegungen weiterhin gültig, 


Bild 3. Radiale Ausbreitung der Wellenruppe y ni ; T NRams 115 ; 
a „es wenn wirin Bild 1 den Vektor OB mit — 2rt/|ti? und in 
u = Gruppengeschwindigkeit, : > ey . ee 
a RE Bild 2 den Vektor O*A* mit — 2x t/|t|? identifizieren. 


Die Ebene E’ muß dann links von E liegen. 


4. Wellenbild einer punktförmigen Störung 


Im Nullpunkt des y-Raumes sei eine punktförmige, harmonisch mit der Kreisfrequenz & 
pulsierende „Störung“ gegeben, die im ganzen Raum harmonische Schwingungen der Größe 5 
verursacht. Falls man als Randbedingung im Unendlichen eine Ausstrahlungsbedingung stellt, 
werden diese Schwingungen die Form von Wellen haben, die von der Störquelle fortlaufen. 
Gesucht seien nun die Flächen konstanter Phase mit dem Phasenabstand 2x in diesem Wellen- 
feld, ‚also ZB: die »„Wellenberge‘“. Diese Flächen konstanter Phase sind für genügend große 
Abstände vom Störpunkt verhältnismäßig einfach zu finden, wenn man voraussetzt, daß sie 
angilor Entfernung vom Störpunkt ähnlich werden und daß in dem betrachteten Raumteil 
endlich graben Wellenlängen ‚auftreten. In diesem Fall entstehen nämlich die Flächen 
5 Hi 1ase aus der in Abschnitt 3 definierten Phasenfläche, indem man diese in allen 

aumrichtungen linear mit den Faktoren N, N +1, N + 2 usw. ähnlich vergrößert. Wenn N 


4) Unsere Definiti g A “: 5 RE 
Optik, A an inition der ‚„Phasenfläche‘ ist verwandt mit der Definition der „Strahlenfläche‘“ in der 


— 


ng in anisotropen, di eben 


genügend groß ist, 
_ entstehenden Flächen in einem herausgegriffenen, begrenzten Raumteil als hinreichend eben 
_ betrachten (Bild 3). Man hat somit in jedem Raumteil annähernd ebene Wellen, die der „‚Fre- 
 quenzbedingung“ ® = w, genügen (Bild 3). Bemerkenswert ist hierbei, daß in jedem Punkt 
des Raumes gerade diejenigen mit der Frequenzbedingung ® = w, verträglichen Wellen auf- 
_ treten, deren Gruppengeschwindigkeitsvektor die Richtung vom Ort der anregenden Störung 
zu dem betreffenden Raumpunkt hat, (nämlich die Richtung von OB). Physikalisch bedeutet 
. dies radiale Ausstrahlung der We)lengruppen [2], wie dies in Bild 3 skizziert ist. 


5. Schifiswellen 
‚Bei der Anwendung auf Wellen an der ebenen, im Ruhestand horizontalen freien Ober- 


B 


u, 


fläche einer schweren Flüssigkeit hat man zwei Raumdimensionen (n = 2). Die Größe y kann 


hier z. B. mit der Auslenkung der Flüssigkeitsoberfläche aus . 
der horizontalen Ruhelage identifiziert werden. Im einfach- 
sten Fallder Wellen aufeiner ruhenden Flüssigkeit ist außer- 
dem dieser Raum isotrop, d.h. das Dispersionsgesetz der 
- Wellen ist von der Form &(f) = »(|t|), wobei der Querstrich 
von jetzt ab die Isotropie kennzeichnen soll. Nehmen wir 
. aber an, die Flüssigkeit bewege sich parallel zur freien Ober- 
fläche mit konstanter Geschwindigkeit c, so entsteht eine An- 
_ isotropie für die Wellenausbreitung. Die Wellengeschwindig- 
keit gegen den Strom ist bei gleichbleibender Frequenz jetzt 

kleiner als die mit dem Strom. Wir nehmen ohne Beschrän- 
kung der Allgemeinheit an, die Flüssigkeit bewege sich mit 


RER TER 


de Bild 4. Erläuterung zu Gleichung (15). 
5 x E z x E - Vistdie Phasengeschwindigkeit relativ zur Flüssig- 
der Geschwindigkeit c in negativer x,-Richtung. Dann hat keit, ce die Bewegungsgeschwindigkeit der Flüssig- 


keit, Y die wirkliche Phasengeschwindigkeit 


' 


NEN ORDURER RN 


man anstelle des isotropen Dispersionsgesetzes offenbar: 
e Holt ke... rl). 
Dies wird klar, wenn man mit |t|=#0 (Ausschluß unend- 


licher Wellenlänge) Gl. (14) durch |t| dividiert und 
k,/\t| = cos © setzt. Man erhält dann: 
vH=-lVem=e:000|° ... .. (5), 
wobei V = |p| der Betrag der Phasengeschwindigkeit ist. Be- 
ziehung (15) ist nun unmittelbar aus Bild 4 verständlich, 
_ wenn man bedenkt, daß die relativ zur Flüssigkeit mit der 
Phasengeschwindigkeit V unter dem Winkel © bewegten 
Wellen relativ zum ruhenden Raum durch die Bewegung 
der Flüssigkeit mit einer Geschwindigkeit c-cos © kon- 
vektiv zurückversetzt werden und somit die durch (15) ge- 
gebene Phasengeschwindigkeit haben [2]. i 
Bei Wellen auf unendlich tiefer Flüssigkeit mit ver- i Ra 
nachlässigter Oberflächenspannung ist a Goetz ol) = Elim—e a ne 


OLE mEIGRA EI 2 HE Ar 50a (16) 
mit g = Schwerebeschleunigung. Im Folgenden wollen wir zunächst ein etwas allgemeineres 
Dispersionsgesetz betrachten, nämlich: 


Freguenzkurve 


Daher jaja sm er en 


mit 0 < m< 1 und konstantem G > 0. Andererseits wollen wir uns auf den Fall einer stationären 
Störung beschränken, d.h. die Pulsationsfrequenz der Störung ®, = 0 setzen. Die Frequenz- 
fläche = , = 0 ist in unserem Fall eine „‚Frequenzkurve“ in der Wellenzahlebene, die durch 


Elta 0 Hals Sit none Alle) 


/ 


gegeben ist, d.h. durch n 
(gs 0)" Br rare. (UN 


mit der oben eingeführten und aus Bild 4 und 5 ersichtlichen Bedeutung von ©. Die Frequenz- 
kurve ist nach (19) von der in Bild 5 skizzierten, zur k,-Achse symmetrischen Form. (Die SINgU- 
läre Lösung |t| = 0 der Gleichung (18) bleibt zunächst außer Betracht; sie wird weiter unten 
im Zusammenhang mit &, #0 erörtert). Man kann sich leicht davon überzeugen, daß die 
aus (14) zu bildenden Vektoren grad auf der Frequenzkurve = 0 nach links gerichtet 
sind, wie in Bild 5 angedeutet. 


‚kann man wegen der vorausgesetzten Endlichkeit der Wellenlängen’ die so 
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daß die Größe c/G nur ein Maßstabsfaktor für die Frequenz- 
kurve ist, daß also die Frequenzkurven für verschiedene Geschwindigkeiten ce durch ähnliche 
Vergrößerung oder Verkleinerung ineinander übergehen: Entsprechendes gilt dann aber auch 
für die Phasenkurven (die im Zweidimensionalen an die Stelle von Phasenflächen treten), die zu 


verschiedenen c-Werten gehören. 


Aus Gleichung (19) ersieht man, 


Weiter entnimmt man aus Bild 5 eine wichtige Eigenschaft des Wellenfeldes: offenbar 


kommen nicht alle Richtungen von grad ® vor, sondern nur solche, die mit der negativen 
k,-Achse einen Winkel bilden, der innerhalb 
der Grenzen + pliegt, wo p durch die beiden 
Wendepunkte der Frequenzkurve bestimmt 
ist (Bild 5). In der y-Ebene (d-h. z. B. auf 
der Flüssigkeitsoberfläche) ist das Wellenbild 
durch denselben Winkel p begrenzt (Bild 6), 
eskommen nur Ausstrahlungsrichtungen vor, 
die innerhalb des durch 9 gegebenen Winkel- 
raumes liegen. Dieser Winkel 9 ist zudem 


der Geschwindigkeit c, er hängt nur von dem 
Exponenten m des Dispersionsgesetzes (17) 
ab; nach elementarer Rechnung ergibt sich 
nämlich aus (19): 


p=aetel—) «0 


In dem besonders wichtigen Fall der 
Wellen auf einer unendlich tiefen Flüssig- 
keit ist nach Gl. (16) m = 1/2 und man er- 
hält aus (20): 


Bild 6. Die zur Frequenzkurve von Bild 5 gehörenden Kurven kon- o ’ 
stanter Phase (Phasenabstand 2 r). = 28. 
Die kleinste hiervon ist die ‚‚Phasenkurve‘ 


k, I 
I 
Le 
Bild7. Frequenzkurve ® = @, + 0 für das Dispersions- Bi i 
4 is s ild8. Die zu den verschiedenen Zweigen der Frequenzkurve i 
gesetz w(f) = @ [MR — ck, O<m<1) Bild 7 gehörenden Zweige der Enscenkr en R 


Dies jst ein lange bekanntes und auf verschiedene Weisen bestätigtes Ergebnis aus i 
der Schiffswellen [5], [6]. Die aus Bild 5 leicht zu en Paare It BR 
dargestellt, zusammen mit ähnlichen Vergrößerungen dieser Phasenkurve, die als Kurven kon- 
stanter Phase (Abschnitt 3) ein anschauliches Bild des Wellenfeldes ergeben. (vgl. auch [1], [2] 
3) 15), 16) | Ri Bi 
schließend noch einige Bemerkungen zu den Wellenbildern für das Di ) 
mit ©, = 0: Zunächst sei festgestellt, daß man für alle @>O die eg 
in der k,, k,-Ebene sehr einfach konstruieren kann, indem man in dieser Ebene die Kr Ai: 
const. und die geraden Linien — ck, = const einzeichnet und dann jeweils diejenigen Schnitt- 
ES von Kreisen und Geraden verbindet, die einem vorgegebenen Wert von © — ck, ent- 
er sslen. Auf diese Weise findet man, daß für hinreichend kleine Werte von @, (was hinreichend“ 
ier bedeutet, wird in [2] geklärt) die Frequenzkurve von Bild 5 in die beiden Äste I und II auf- 
spaltet (Bild 7) und daß gleichzeitig die für o&, = 0 singuläre Lösung |t| = 0 von (18) zu einer 


nach dem oben Gesagten unabhängig von 
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-., j > S =: 25 7 = 


um den Nullpunkt geschlossenen Kurve Ill wird. Den Ästen Iund II entsprechen Phasenkurven, 
die sich nicht wesentlich von der Phasenkurve der Schiffswellen in Bild 6 unterscheiden (Bild 8), 


dem Ast III entspricht eine geschlossene Phasenkurve (Bild 8). Hinsichtlich weiterer Einzel-- 


F heiten ‚vergleiche man [2], wo die Phasenkurven auch für große &, diskutiert werden. 


6. Zusammenfassung 


In der vorliegenden Mitteilung werden die Wellenbilder, die man z. B. auf der freien Ober- 
fläche eines Stromes schwerer Flüssigkeit bei punktförmiger, harmonischer Störung dieser 
Oberfläche beobachten kann, durch Zurückführung auf allgemeine Gesetzmäßigkeiten der 
Wellenausbreitung in anisotropen, dispergierenden Medien erklärt. Außer dem Raum, in dem 


' sich die Wellenausbreitung abspielt, wird ein Wellenzahlraum eingeführt, der von den Wellen- 


zahlvektoren aufgespannt wird. Die Gruppengeschwindigkeit einer Welle ergibt sich als grad 
in diesem Raum, wobei w(f) die vom Wellenzahlvektor f in vorgegebener Weise abhängige 


- Kreisfrequenz der Welle ist. Jeder „Frequenzfläche“ ® = w, = const im Wellenzahlraum ist 


eine „‚Phasenfläche‘“ in dem Raum zugeordnet, in dem sich die Wellen ausbreiten. Die Art 


dieser Zuordnung ist aus Bild 1 und Bild 2ersichtlich. Die Kurven konstanter Phase des Wellen- 


feldes sind dann, in weiter Entfernung von dem harmonisch schwingenden Störpunkt, ähnliche 
Vergrößerungen dieser Phasenfläche. Insbesondere folgt, daß in jedem Punkt des Raumes 


gerade solche Wellenlängen und Fortpflanzungsrichtungen der Wellen auftreten, für die der 
‚zugehörige Vektor der in Abschnitt 2 definierten Gruppengeschwindigkeit radial vom Stör- 


zentrum fortgerichtet ist. | = 


Im Abschnitt 5 werden diese Überlegungen auf die Wellen an der Oberfläche eines Flüssig- 
keitsstromes angewandt. Die Anisotropie der Wellenausbreitung kommt hier durch die Be- 
wegung der Flüssigkeit in einer bestimmten Richtung zustande. Es wird gezeigt, daß sich auf 
einfache Weise wichtige Eigenschaften der sog. „Schiffswellen‘“ erklären lassen. 
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Die dünne, freiaufgelagerte Kreisringplatte mit Einzellast 
Von Ku. NAsıTTa 


Es wird das Problem der außen freiaufgelagerten und innen freien Kreisringplatte mit einer Einzellast 
an beliebiger Stelle gelöst. Die Lösung setzt sich aus einem singulären und einem regulären Teil zusammen, 
wobei zur Erzeugung der Einzellast-Singularität eine schon bekannte Funktion benutzt werden kann. Für 
diese Funktion ergibt sich mit Hilfe von Integralformeln der Greenschen Funktion eine Fourierentwicklung. 
Auf Grund dieser Entwicklung des singulären Teiles ist es unter Ausnutzung der Randbedingungen möglich, 
den regulären Teil zu konstruieren. 


The problem of an annular plate supported at the external circumference and loaded at a single arbitrary 
point is being solved. T'he solution consists of a regular and a singular component, the load singularity being 
expressible by a function already known. For this function a Fowrier series is obtained by using the integral 
representation of the Green function. In this way it becomes possible, by using the boundary conditions, to 
construct also the regular component of the solution. k 


B HacTonmeii pa60Te pemaeTca 3anaya 0 KOABI0O00PA3HOH KPyTOBOü ILTACTUHRE, CBOBÖOAHO 
HAJIOHKEHHONM BAOJIb BHEIIHEeTO Kpafı U CBOOOAHOH BAONb BHYTPEHHETO Kpan; Maslee IIIACTHHRA 
HOABEPrFaeTcH Harpy3Re ONHHOYHOH CHJIOH, IPUKJIANbIBAeMOH B IIPOH3BOJIBHOM MECTe. Pemenne 
COCTOMT M3 CHHIYyAAPHOU MH peryAIApHoü YMacTu, IpuH YeM MIA CO3MNaHUA CHHTYJIAPHOCTEH 
ONHHOYHOH CHJIBI UCHONB3YeTcA Y}Ke H3BecTHan PyHrunna. la 3T0o4 PyHRIUMM Ip TIOMOIIM 
UHTETPaJIBMEbIX PopMyıı PyHRuuH T'pu Hanosyyaerca paaıosKkenne B pa Dyppe. HaocHoBaHun 
3TOTO PA310;keHHA CHHTYAIAPHOA YacTuU MH UCHOJIB3YyA KpaeBble YCJIOBUA YHaeTcaH TOCTpoeHHe 

. peryiIAapHoü yacTu. 
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j 1. Einleitung 


i symmetrische Biegung dünner Kreisplatten unter den bekannten Näherungsvoraus- 
one Pe teitheorie [1] ist erstmalig von A. Cregsc# [2] bearbeitet und für 
punktförmig belastete volle Kreisplatten von A. FörpL [3] und A. NAaDat [4] numerisch behandelt 
worden. Von J. H. Mıcaku [5] und E. MELan [6] wurden für die eingespannte volle Kreisplatte 
unter Einzellasten einfache geschlossene Lösungen angegeben. Zusammengesetzte unsymmetrl- 
sche Biegungsfälle der eingespannten dünnen Kreisplatte wurden 1943 von W. Mürter [7] unter- 
sucht. E. Reısswer [8] löste erstmalig den Fall der vollen außen freiaufgelagerten Kreisplatte 
unter Einzellast in geschlossener Form. 1955 gab der Verfasser [9] eine einfache N äherungslösung 
für den von E. Reısswer behandelten Fall an. 


Die Anwendung der Cuesscuschen Theorie auf eingespannte Kreisringplatten unter Einzel- 
last scheint erstmalig von E. Reısswer [10] 1929 durchgeführt worden zu sein. In der vorliegenden 
Arbeit?) soll nun das Problem der an einer beliebigen Stelle durch eine Einzellast belasteten, am 
Außenrand freiaufgelagerten und am Innenrand freien Kreisringplatte (Bild 1) unter Benutzung 
der KırcuHorrschen Plattentheorie [1] gelöst werden. 


2. Die Entwieklungsformel der Greenschen Funktion 


Die Lösung des zu behandelnden Problems stellt gleichzeitig die GrEENsche F unktion der 
Kreisringplatte dar. Deshalb muß nach dem Superpositionsprinzip [11] jeder beliebige Lastfall 
der Kreisringplatte durch Integration der bewichteten Greenschen Funktion lösbar sein. 


Gegeben sei ein ebener, einfach zusammenhängender Bereich, der durch eine Kurve mit der 
Bogenlänge ds begrenzt wird. Dann lautet die Gr£ENsche Formel [12] 


u 4 —» Au] dF — & 


Hierin bedeuten u und v hinreichend oft stetig differenzierbare Funktionen im betrachteten Be- 


reich und = =n-/ ihre Ableitungen nach der äußeren Normalen der Randkurve, wenn n 


der Normaleneinheitsvektor und V der Hamıtronsche nabla-Vektorist. Unter Verwendung von F 
gilt weiter 4=V .V. Setzt man in (1)v = AG, vertauscht dann in der so entstandenen Gleichung 
u und G und bildet die Differenz beider Gleichungen, so folgt: 
ce Au oA 
Te = 
en en 
0G 


en 


pP 


[164 4u— u 4 461 ar = $|6 


— Au +46 |:as2.2) 
en 


Bekanntlich [11] setzt sich die GREENnsche Funktion 
aus einem singulären AnteilG, und einem im ganzen Platten- 
bereich regulären Anteil G, zusammen, so daß gilt, wenn 
0, y die Polarkoordinaten des Einzellastpunktes und r, @ 
diejenigen eines beliebigen Plattenpunktes gemäß Bild 1 
sind: 


G(r, 9; 0, Y) = Gr, 95 0, %) + Go(t, 95 0, Y) (3). 


Für G,nehmen wir dieselbe Funktion, wie sie von E. Reıss- 
Bild 1. Kreisringplatte mit Binzellast NER [8] für die Behandlung der Vollplatte benutzt wurde. 
Damit wird, wenn b der äußere Plattenradius ist, 


» |" +09 —2rocos(@—y)] 


1 
i6rK I? + 0 —2rocos (P—y)] In 


G(r, 9; 0 y) = ER Yan Far 
£ +20 —2b?rocos(— y) a. 
Hierin bedeutet K die Plattensteifigkeit 
K- Eh?’ 
= 12 ( 1 — u) en Ar ab Mn ‘0, pn). a0 Vu (4 a) . 


!) Der Verfasser dankt Herrn Prof. Dr.-Ing. K. MARGUERRE für di i i 
a lern eg g RE für die Anteilnahme an den Problemen dieser 


er 


-. G, gerade Funktion um g = y von der Periode 2r (6d), 
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Zur Integration nach (2) legen wir um den Lastpunkt o, y einen beliebig kleinen Kreis vom 
Radius e > 0 (Bild 2). Führen wir in diesem Kreis die lokalen Polarkoordinaten (e, &) ein, SO 


gilt nach Bild 2 5 3 
®=n7+0°—2rocos(p—y) 
r=e+0°+2e0cos (x —y) 

Es = 8 dann leicht zeigen, daß für G, gemäß (4), wenn o, yfeste Koordinaten des Lastpunktes 

sind, gilt: 

i 6,950 Y) = Ge Y3T,9) . . . . (6a), 
BETT EEE N ter (6b), 

G, glatt im ganzen Plattenbereich, d.h. dort stetig 

differenzierbar nach r undp (6c), 


AAG,=0 außer in (r,9)=(0,%Y) . . (be), 
lim & 6, 90,9} = 0, 


Im | ie) —o, 


0 de 
er) 
lim {e AG,(r, 9; 0, y)} = 0, 
€e—>0 
€ oAG,(T, 9; 1 
lim !e «( > P>& Y = Bild 2. Integrationswegeund Bezeichnungen für die 
e>0 de 2rK Anwendung der Greenschen Formel 


In den vorstehenden Formeln (6f) sind die Polarkoordinaten (r, @) als Funktionen von 
(&, &) gemäß (5) aufzufassen. Der A-Operator hingegen wird auf (r, @) angewendet und dann erst 
ist auf (e, &) mit (5) zu transformieren. 

Von der Funktion G, aus (3) müssen wir nun fordern [11]: 


GERNOTEIHLOOIT, ONE Fe ie (7a), 
Geresulanim SanzenPlattenbereich? 2... 2. men. (7b), 
AG VW überall ER a (7e). 


Da auch die GreENsche Funktion des Problems aus Symmetriegründen eine gerade Funk- 
tion um @ = y mit der Periode 2 z sein muß, folgt mit (6d) aus (3) 


G, gerade Funktion um 9 =y von der Periode2# . . ..... (7d). 
Nehmen wir nun an, daß die Funktion u(r, ) in (2) an den freien Rändern des Problems irgend- 


welche Randbedingungen der elementaren Plattentheorie [11] befriedigt und G(r, 9; o, y) dieselben 
Randbedingungen erfüllt, so folgt aus (2) mit (4), wenn man e— 0 bildet, unter Beachtung der 
Formelserien (6) und (7) 
u(r, 9) = [Sen Pop) Play)odedy .. ne. (8), 
1 
A Au(r, 9) = K' DIS ne ee (8a) 


gilt und p(r, p) in bekannter Weise [1] die flächenhaft verteilte Belastung der Platte bedeutet. 


wobei 


3. Die Fourier-Entwicklung von G; 
Wir betrachten jetzt die Funktionen 
cosno 


DI.) =Ruln) . Fe le ea (9). 
sinng 
Sollen die u„(r, 9) Bipotentialfunktionen sein, also 
DAUER. le) 
gelten, so folgt [10] für die R,(r): 
r r 
EA A 5“ +? +arln She Ar - ra, 
R 
are! RT ee (10b), 
a nr er fürnz2 . ..(10e), 


wobei die &,; (i = 1,2, 3, 4) willkürliche Konstante sind. 
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Mit Hilfe der u,„(r, ) nach (9) konstruieren wir nun Funktionen w,(r, g) für die Durch- 
biegung von Platten mit den in Bild 3 dargestellten Auflagerungs- und Belastungsverhältnissen. 


Wir nehmen fürn =0,1,2,... ä 
A„(r) » cosn für vzrz» 
wg) = ) RN EN ne a), 
R,(r) - cosno für ER 


wobei R, nach (10a), (10b) und (10c) gegeben ist und für das Gebiet der Belastung r = 0 
„er + st Hm PR una ren (113) 3 


bedeutet mit c„ı und c„3 als vorerst beliebigen Konstanten. 


P, 1): CnC0Ssn Y 


Bild 3. Belastungs- und Auflagerungsfallzur Konstruktion von w,(r, 9) 


Aus (11) folgt durch Differentiation, wenn man (8a) beachtet 


ee für 0sr<o 


AAw,(r, ) = Pa) _ 
0 für sr 


K 


Aus den Rand- und Übergangsbedingungen der nach Bild 3 gegebenen Auflagerung folgt 
für die Funktionen 4,(r) und R,(r) aus (11): 


R,(b) =, 
KR + HR 0, 
An(0) = Ru(0); Ol ART ee (13). 


Un Ddrme AR hrme5 Un Mrze = {Rn (Mr=e 
Fun RT 2,3, 


Aus diesen 6 Gleichungen lassen sich leicht die Konstanten £,;(i = 1,2 ürj 
n bestimmen. Es ergibt sich für n = 0: = ‚> A) Be 


U 


43 +wW)—(7+3u) 0? 
n N r INS F % 
eg 0 | 1y% Ha g'In.n i 
(1—wei4B > 007 > ee (14a), 
el e 
Cog 0 B(I-+2) —+ 4In 3 
2 +HW-U— Ne 
ne l+u ö So = 4ot, 
9 N een 14b), 
pe 22 + m ame. BR (14b) 


(+ u) 


und fürn = 1: 


«3. 9 Be 
= 7RGHrn E el+W+ZPBß—W—158@ + w)ln »| 


Se 15 3 ® 
Tan 0 En =) 
, „Selen 
ZZ —— 10 _— B 9 
11 8 b2 (3 un u) [3 0° h) b?] ’ Ss oz 16 0° 9 
AR ie a 


Cs 6R@HFn 10821 +) +31 — u]; HTrT 03 
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und endlich fürn > 2: 


ao eat are + u) o"t*a, 


n+2 r 
1 Era Pauläleenn 


Ins = TE ER Euer ta SAT u) ont? +2 ra, 


= a N 
= on Im RHDUtWME a tnB+W a; In=ertt m, 
— gn+2 (16b), 
Ins = PHron {irn at), Ani n)Besale Wen. or, 
wobei gilt 
a (n+4(n+1), he R (n — 4) (n— 1) 
ea Be eis er 
9 een . C). 
a3, = — (n?— 16) — Te 1) ’ a, = (n?— 16) = n nn 


Die Greensche Funktion der freiaufgelagerten Vollkreisplatte ist nach E. Reıssner [8] 
bekannt und’ heißt mit G, nach (4): 


3+tu 1 
2 at ER ! 
ne a Tees: 
Ben Fr & (or)® cosm(p — y) 
+ (b2 — 02) (b 7?) 2 ymOm Lite) N 


Mithin muß sich wegen (8) die Lösung w,(r, o) aus (11) für das Plattenproblem der Abb. 3 auch 
durch die Funktion Gr darstellen lassen. Nach (8) und (8a) wird unter Beachtung von (12) wenn 
wir oin Gr und (8) durch £& ersetzen und für u(r, o) in (8) w,(r, g) schreiben 


27 
w„(r, 9) = K(16 — n?) (4 — n?) IK IR: dE Gp(t, 9; &y)cosny ... . (18). 
y= = 


In (18) sind alle Funktionen bekannt und wir Können über den regulären Teil von Gz einfach inte- 
grieren, wenn wir die Orthogonalitätsrelationen beachten: 


en n.CcosnYp für M=emeN 
[eosm@—Y) - cosn ydy = 0 für men DABELSALLON. 
a. 27 für mnen-$ 


Dadurch erhält man gemäß (17) aus (18) Flächenintegrale allein für die Funktion G, nach (4). 
Differenziert man anschließend auf beiden Seiten der so entstandenen Gleichung nach o, was 
wegen der Stetigkeit von Gz(r, 9; &, y) in & erlaubt [13] ist, so entsteht für n = 0 


27 
Tr 2 T —— 
| dy Gt, 950, Y) = |Ası(0) + Aoglo) In 3% + Aos(e) 7? + Ag4(o) 7” In ir Fur; 0) (20) 
y=0 
mit 
1 0° für e<r 
A = —— ME FOREN, 2la), 
oı(e) 4K \o® In 2 für er en 
4 wife? für BSR 
A ee ea a ale ee a 21b), 
Eu ieh für Ze 
2 
Fa 5 für Dr 
Ao5(0) = AR gi 2.20 Er (21 €), 
> SM 
8 "1 -+1o 7 für Feı 
if für DEE 
A ee nee (21d) 
ES ER für ei 
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undfünn =ıI 
2n 


i T Pen n 
| dyG;lt, 95.0, y) cos y = |Aufo) r + Anke) PT + Aue) 7? + Aue) rIn | 05 P= Fılr; 0) 0059 
er (22), 
wobei 
ner m BT 
5 aa 
Aue) IcK 0 = 
2, — 5) —4eln für ez2r io 
1-0 Mir o<a 7 oc (23b), 
Anl) = 75 al 0 ee ) 
4 NE f Fi 
= (2b? — 0%) a; 
a 
Au) = IK ee 
Ka er für oeZr 
b4 4 
re | TURN EST ee (23d), 
Aue) = D ur ng 


während sich für n > 2 ergibt: 


l dy G,(r, 9; 0, y) cosn y = [A„ı(0) 7" + Ayg(e) PT" + Ans(o) "+? + An4(e) "*?] cosn @ 
y=0 


= F,(0) sn % » u» 2 er (24). 
Hierin bedeuten 
2 2 
1 S B CReRN. 1 für oe<r 
"In n— ® 
Anılo) = Sr ei er a 
sK or [o? b? | g n+2 a IE 
b®B*r|n n—l1 n(n—]) 
1 Ge 
ür AR = 
Anze) =3gı mr) ee... (25b), 
0 für eZr 
N b2 2 
1 Er si A k 
Ans(0) =S7z 2} (25c), 
sSK n b2 2 n 
un e en für Br 
bert2e] nishn n(n+ 1) a; 
1 ie für e<r e 
Anıle) = 3 nn 1) N Ir (25). 
0 für oeZr 


Wegen (6c) und (6d) existiert für G, nach (4), wie man weiß [13], eine absolut und gleich- 
mäßig konvergente Fourterreihe von der Form 


G,(r, 250, Y) — DU les 0) cos m(p — Y). cn I Re (26). 
m=0 


Unter Beachtung der Orthogonalitätsrelationen (19) für die trigonometrischen Funktionen 
ergibt sich für die Fourizrkoeffizienten 7'„ aus (26), wenn man (20), (22) und (24) berücksichtigt: 


Rn 1 
Nro)= 5 | dy Gr, op; 0,9) = 3yr lee aa 
und fürn >21 an 
| Ir, 
I„(r;0)-cosono= En [% GT, 95 0,y)- cosny = EN F,(r;o)cosn® . . (26h). 
T 


y=0 
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Damit ist die Fourerentwicklung des singulären Teiles G, der gesuchten Grzwxschen Funktion 
gegeben, denn Fu(r; e) und F,(r; eo) fürn > 1 sind nach (20), (22) und (24) bekannte Funktionen. 
Rürrdiess;giltimit:m =’0,152,32: 


Fm(e —0;0) = Fn(e+0;0), 


Ken 2 _ [OF m(r; 0) 
len her, | ör hear Ra (26 e). 
r 2 ” - 2 
or? BEE, or? ei 


Mit Hilfe von (26) ist es nun ohne große Mühe möglich, auch den regulären Teil G, aus (3) zu kon- 
struieren. 


4. Konstruktion des regulären Teiles @ der Greenschen Funktion 


Aus (7b) und (7d) folgt [13], daß sich die gesuchte Funktion G,(T, 9; 0, y) durch eine gleich- 
mäßig und absolut konvergente Fovrizrreihe darstellen läßt. Wenn wir mit Q,(r, 0) die FOURIER- 
koeffizienten bezeichnen, so gilt: 


Gut, 90:9) = 2 Droste u RE (27). 
Aus (3), (26), (27) folgt 
G(T, 9; 0, y) - 3 O5 0),C05,. mm U) een ee (28), 
mit 
GE0E0) = ILFO TOTEON ET e : (28a). 


Die Funktion G, mit den von (7a) bis (7d) geforderten Eigenschaften, die danach eine kon- 
vergente FourIErentwicklung gemäß (27) besitzt, wird bekanntlich [14] eindeutig festgelegt, 
indem man eine biharmonische Funktion G, sucht derart, daß für G aus (3) die Randbedingungen 
des Problems nach Bild 4 befriedigt werden. Deshalb können wir, Q,, aus (27) auf folgende Weise 
ermitteln. 


Setzt man (27) in (7c) ein, so gilt für jede Komponente der Fourızkentwicklung von G@, 
AATQu(T; 0) cosmol— 0, 
AA[2„(r; 0) sinmo] = 0 
Wegen (9) und (9a) erkennt man, daß (2, denselben Aufbau haben muß wie die Funk- 


tionen R, aus (10a), (10b) und (10c); aus (29) folgt daher mit vorerst beliebigen Konstanten X,; 
Mel, 1, 2,..::17=1,2,3,4) 


Dax Zain 5 + X 4 Xareln - Re en. (30), 
DER eX AIR, + X irn % ee (31), 
NER N 2 ef a2. 3 


Geht man nun mit (30), (31), (32) und (26a), (26b) in (28a) ein und beachtet dabei (20), (22) und 
(24), so entsteht für die Fourıerkoeffizienten ©, der GREENschen Funktion selbst 


On) = Yu + Yolı A Yon — PER RE DENE (33), 
9) = Yurt Yer!+ Yır? + Yurln rn ES RE RG (33b), 
esrereart Yoamıı vr tt2 für Te a2 730 
wobei mit den A„.; aus (20), (22) und (24) für Y„.; gilt 
1 = 
Ys = 5 Av + Koi; | 
7 
1 = en Ace; REN 
Yı = Ans + Ki für net | 
7 
under ln 29,4 


Ä Ye Pac i * 2" pr j 
r Bu 4: Be PEN 
. hy) nn Pr Ag Be. ö 
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Schließlich muß die gesuchte Gerzensche Funktion G noch die Randbedingungen am 
Innen- und Außenrand der Platte nach Bild 4 befriedigen. St 

Aus der elementaren Plattentheorie [1] folgt bei freidrehbarer Auflagerung am Außen- 1 
randr=b> o für die Fovrierkoeffizienten ©, aus (28) und m = 0,1,2,3...: i 


N s } 

a 3 md) h te (35a) 

b{OnM)}r=d + u{On(M)h=0 =0 e | 
und für den freien Innenrand r=a< o (vgl. Bild 4) | 
OHM + an) — u mt Onka) = ii (8b). 
{On (a — all + 2m? — (m? — 1) u] {Om(Mdr=a + 3 m? Om(a) = 0 | 

Aus den bekannten [13] Formeln für die Berechnung der Fourzerkoeffizienten, wie sie 
zum Beispiel in (26a) und (26b) angegeben sind, folgt, daß die einzeln abgeleiteten FOURIER- 
koeffizienten aus (28) O,„(r; 0) bis zur dritten Ab- 
ee leitung nach r die abgeleitete Funktion G in der 
FourIzrsumme wieder darstellen, wenn die Ab- 
leitungen von G selbst bis zur dritten Ordnung 
innerhalb eines beliebigen, abgeschlossenen Rand- 
# streifens glatt sind; das ist der Fall, so lange 
a<o<b gilt. Deshalb müssen wir für die Be- 
friedigung der Randbedingungen vorerst fordern: 


Bild 4. Auflagerung und Belastung der Kreisringplatte 2 el [el < b = A (35). 


Nimmt man nun in (35a) und (35b) m = 0, so erhält man mit (33a) ein homogenes Glei- 
chungssystem für die Yo; (i = 1,2, 3,4). Ersetzt man dann die Yo; nach (34), so entsteht unter 
Beachtung von (2la), (21b), (21c) und (21d) ein inhomogenes Gleichungssystem für X; (i =1, 
2, 3, 4), dessen Lösungen lauten: 


Kl) PR See u ee (30a), 

er a? 1 un 0 

ERNE Sn) (e — 52) +2 b2 es In os A (30b), 

= 1 3+u a\? | 
Xo3(0) — 16 7 K (b2 nz Es) 1 + u 2 (3) (0? — b?) — 2 a? In ” u ee (30e), 


DO ee a Rn - 000. (30d). 
Mit m=1 in (85a) und (35b) entsteht auf dieselbe Weise mit (23a), (23b), (23c) und 


(23d), wenn man (33b) und (34) berücksichtigt, ein Gleichungssystem für X; (i=1,2,3, 4), 
dessen Lösungen lauten: 


5% 1 \r ır 
Xuılo) = — B Ale) — bi Rslo) Nr so Se ee (3la), 
En 4 2% 2 2 
EL en 
12(0) 167 K (b4 u a‘) \° (b 0 ) in = ar Bl 1 Rare (31 b), 
— 1 a\t 4 b? — 0% 
X ae Dun = | — nn Zr ü u 2 Q « 
10) = Kl ad) | 2 3+ | A 2 5 0 | 2 


Au Di N a ee (31d). 
? Für m=n=2 folgt aus (35a) und (35b), wenn man (33c) einsetzt und mit (34) bei Be- 
rücksichtigung von (25a), (25b), (25c) und (25d) auf X,; übergeht 
ben E X„1(0) + X2(0) 1 b? rn X,3(0) + b° X4(0) = 0 nn re Fr (32a), 
AR—I HA)" Xu) Hrn +1 — u) Xasle) + +YQ(n +1 + u) bert2X,s(o) 


FRI 1) Rus) = gg AN} 2b), 


an— 1) Aa" Xnrlo) + nn +1) (1a) Xaz(o) +(n +1) yarnt?X,z(o) + (n—1)B@Xrao) 
1 az . \2 
Bar ii erg! ra —u)—(n+1) & „ 0" + 


aan+2 


ee oe 


a\r r/a\2 E 
+5) (or -e-da-njert ana er. 029, 


waee*! ur” E re. bg I 5 - 
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— (1a) n a?® X„1(0) + (L— u) n Xu2(e) — B a2r+2 X,5(0) + y @ X,4(o) 
re Rene” 
an 1 a\2 A azn 
; +5) are +man-G) der + Zu-mert eo, 
wobei 
Eid er (32e), 
BF alte HN na et. (32£) 
bedeuten. (32a), (32b), (32c) und (32d) sind vier lineare Gleichungen mit nichtverschwindender 
Determinante, aus denen für jedes n > 2 die X,;(i = 1, 2, 3, 4) ermittelt werden können?). 
Damit ist wegen (35c) vorerst eine Lösung für das offene Gebiet a< o< b konstruiert 
worden. Die Lösung für o — b heiße G(r, p; b, y) und jene für o = a: G(r, 9; a,y). Wegen (6a) 
- und (7a) gilt mit (3) unter Beachtung von (6b) und (35a) 


EG dre cHhear MER 2%. u (36a) 


GEHN = OEM =ER‘. 2. EEE (36b). 
Aus (36a) ergibt sich G für alle r und 9 als triviale Lösung, und wir können o = b wieder zulassen. 
Aus (36b) erkennt man, daß nachträglich o = a auch zugelassen werden darf, jedoch wegen (35) 
für r nur im halboffenen Intervalla<r < b. Da aber die im abgeschlossenen Intervalla<r< b 
gesuchte glatte Lösung G mit der bereits gefundenen gemäß (36b) im halboffenen Intervall 
a<r< b übereinstimmt, ist G aus Stetigkeitsgründen mit der schon bekannten Lösung G auch 
in r = a identisch, sofern G dort beschränkt bleibt. Das ist mit (3) unter Berücksichtigung von 
(6e) und (7b) für die Funktion G selbst und ihre ersten Ableitungen nach r, g der Fall. 
Betrachtet man nun die Funktionen 2, und 2, aus (30) und (31) und beachtet (30a), 
(30b), (30c), (30d) bzw. (31a), (31b), (31c), (31d), so erkennt man, daß gilt 
Dr; eo) = 2ule; r); SBIEION EEE SHAB EI ee (37). 
Zum Nachweis der Symmetrie von Q2,(r; o) für n > 2 fassen wir in bekannter Weise die 
Deadtmpelfrt;-r 7r; 9,72), TSABE We Xu und {0*; 07"; o"+?, o"+2} als „„Spalten- 
vektoren‘“ [15] einer vierreihigen Matrix auf und bezeichnen sie mit (T),, (£)n» (0)n- 
Hiermit läßt sich (32) wie folgt schreiben 


BIS GL UIHMERUL ar 0 IP NE (38), 
wo (t); die transponierte Matrix bedeutet. Das lineare Gleichungssystem (32a), (32b), (32c), 
(32d) läßt sich in Matrizenschreibweise darstellen 

NO EEE ea ea (39), 


wenn I, die Koeffizientenmatrix der X,; (i = 1, 2, 3, 4) und N, diejenige der o*, 0-", 0"+2, o-"+2 
ist. Wegen der nichtverschwindenden Determinante von M, folgt aus (39) 


New 


Ar LETZT x 


NUN 


2, ne 
Age 


und 


(En = ME! Na (On RE ER er 5 (40). 
Mit (40) wird aus (38) er 
TED ET (38a). 
Betrachtet man die Quotienten Dait (i,k =1, 2, 3, 4) der an der Hauptdiagonale gespiegelten 
Elemente von ®,, so erkennt dat gilt 
D, = Di für Er FE re PORT » (41). 
Bilden wir nun gemäß (38a) 
RE UE I“ T) Me (42); 
so gilt wegen (41),und (38a) 
2.0350) = Qu(0; r) für ee (43). 


Aus (37) und (43) folgt, daß die nach (27) konstruierte Funktion G, symmetrisch ist, daß also 
(7a) befriedigt wird. 

2) Für die mühevolle algebraische Auflösung dieser vier linearen Gleichungen nach dem Gaussschen 
Algorithmus dankt der Verfasser Herrn Dipl.-Math, Koxgßap Hoyer. Die Ergebnisse sind in übersichtlicher 
Form im Abschnitt 5 mitgeteilt. 


4 = 2 u - rn EN REN (a A Ze 
» g .m Pac 2.7344 
E & en 

. B 


. 
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Selbstverständlich geht die GrEENsche Funktion G für verschwindenden Innenradius 
a->0 in die von E. Reısswer abgeleitete Lösung für die Vollkreisplatte gemäß (17) über. Für 


a0 folgt nämlich aus (40) für n 22 Xnz = X, =0 und X,1, Xns sind aus (32a) und (32b) zu 


ermitteln. i Le: 
Die numerische Auswertung der hier abgeleiteten GrzENnschen Funktion für die außen auf- 


gelagerte und innen freie Kreisringplatte legt die Verwendung elektronischer Rechenmaschinen 
nahe. 
5. Numerische Behandlung des Problems 
Für die numerische Behandlung der abgeleiteten Formeln gehen wir auf dimensionslose 
Größen über, indem wir setzen 
r=b:R; oe=b-S; a=b-A, 


b2 
Gy) ep; S,y) 


Damit ist nach (3) die dimensionslose Grerxsche Funktion H gegeben durch 
H(R,9; S,y) = H(R,9; Sy) + HR 9 S,y) »...-.... (45), 
H, ist der singuläre Anteil 


R2 + S—2RScos(—y) R® + ®—2RScos(—y) 


H . u , en SEN 1 >. 
H, der reguläre Teil 
HuR,9;S,y) = 2 TR; S)cosnte — pr Zen (45b). 
Aus (30) wird dann unter Beachtung von (30a), (30b), (30c) und (30d) 
BR TR: S)= KulS)- (RB—1) ER DA. Re (46), 
e 1 tu 
BT ee Eee LIE Be. . 
u) = aa ae) 24 (®—1) +2 A2In sl, 
46a) 
IE A? 1+u ( 
Kal) = a5 G )+ 2(; en) In S 
Ebenso folgt aus (31), wenn man (31a), (31b), (31c) und (31d) berücksichtigt, 
1— R 
TR,S)ERRS)E en + Xu) RL RE SE re (47), 
mit 
AA 3+u (1 — 8?) 
Xu(S)= n 
ts 
1 4 ARE (47a). 
Kl) Fe alas Mt Immer | 
N] 


Schließlich ergibt sich für n > 2 gemäß (32) 
T.(R, 5) > Xy1(S) R” + X2(S) Ren + X,3(S) RurA + 2. (5) ENTER h (48). 
Nach (40) kann man nun schreiben 
Xni(S) = Dası S" + Dasa ST" + Dass Sr+2 + Dass S®" (für i=1,...,4) (48a). 
Mit (44) folgt aus (45b) und (27) unter Beachtung von (48) und (32) fürn > 2 


pp ben I bn+2 
B, = —— N,ı; \ —e { 4 
IR Ang .g an | 
= br & ar 7 I (49). 
An = STK SEP EL Rue se X 
SıcK SKK i 


en urn (49) in das lineare Gleichungssystem (32a), (32b), (32c), (32d) ein und ersetzt die 
n m BUN | (482), so erhält man für die Dyir aus (48a) durch Koeffizientenvergleich vier lineare 
eichungssysteme (k = 1,2, 3, 4) vierter Ordnung (i= 1,2, 3, 4), deren Lösungen mit 


= AB HM TERn—( + u)] + Art [malt — a +8 +] + Ara — ill u) 
— Am? wi —W)— BS+WBn RAT ren (50) 
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lauten: 


3 2n—(l 
eramn—ertn + A2R %(n + 1) (1 — a) 


Pd +8l+Ä)IRl—W)—(+n)] 
n®(l — u) 


—204M: 


x Dan: On = Ar 


+ A2n+2 


rB+u)(l—y) 


__ A2n—2 
4 (n—)) 


Dana + Qu = Das Qu = Amt ml HS HMI ACH), 


Dans: On = Das : On = {All —) Ent +WI- C++ NL, 


3 int 
ee 7 ee 
Fam 2 OHM; 
| „en+tU+mlmwa—m+slt+ml „nat Di 
Ina, = Art n®(n +1) —,) Te 
a LE N I EL a 
Da2s : Qn = Dns2 : On = A n(n+1) Es n(n+1) 


daD e Ya, 


Br+l+Wld—u) 


un A2zn 
n 


N 1 3 
Bao ar non 


_ 4m E+WPr—(i+m] , gan RUM +EA + WI 


D33 ie Qn = 


(n +1) (r+1) 
+ An 1) 1) 28 +) Ar IRB+W)—(I+p)], 
D,„34 , 2 == Du„s3 e On = As» — u)’ —u Al — u?) > 
A) N LEE ED) 
Da4 : Qn = A? (n— 1) 4? 2 (n=-1) J 


Mit (44), (45), (45a) und (45b) unter Verwendung von (46), (46a), (47), (47a), (48), (48a), (50) 
und (51) ist die Lösung des Problems in übersichtlicher Weise explizit gegeben und eignet sich in 
dieser Form gut zur allgemeinen numerischen Auswertung mit Hilfe elektronischer Rechengeräte. 


Da die Darstellung von G, gemäß (26) für den hier eingeschlagenen Lösungsweg von wesent- 
- licher Bedeutung ist, wurde (26) numerisch untersucht. Mit 
b = 100; r=753 e— 208 e= 15; y-— 15% 
een sich nach (26), (26a), (26b) unter Berücksichtigung von (20), (22) und (24) diein Tabelle 1 
. angegebenen Werte: 


Tabelle 1 
6aK-Gunp: 0,9) N |16xK Elle; o)- cosm(p—y) | 167 K- T'x(r;o)- cos N (9 — y) 
m=0 

| 0 —3169,005 —3169,005 2 
| 1 —2868,572 + 300,43349 
2 —2827,361 + 41,21046 
3 —2821,639 + 5,72267 
| 4 —2820,834 +  0,80489 
| 5 —2820,719 +  0,11465 
6 —2820,702 +  0,01653 
7 —2820,700 +  0,00241 
8 —2820,700 +  0,00035 
Y 9 | —2820,700 +  0,00005 
—2820,700 10 —2820,700 + 0,00000 
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2 Tabelle 2 sind die Werte von G, nach (4) und (26) gegenübergestellt für 
b= 100; Ber o=19; 0=W; y= 80°: 
Tabelle 2 


EEE m mn = f 


N E 
16% K- Gs(r, 9; 0:9) N 16r K ZI m(r; 0)- cosm(p—y) | 16 K- Ta(r; o)- cos N(p —y) 
\ (nach 4) en 
nr nn Te 3 
0 —1693,129 —1693,1287 
1 —1679,066 +  14,06289 
2 —1680,929 —r T86336 
3 —1681,174 —  0,24451 
4 —1681,177 —  0,00385 
5 —1681,176 +  0,00159 
Y 6 —1681,176 +  0,00015 
—1681,176 7 —1681,176 — 0,00000 


Für den Fall langsamster Konvergenz, wenn Aufpunkt und Lastpunkt zusammenfallen, sind die 
Ergebnisse aus (26) in Tabelle 3 angegeben. Mit 


ergibt sich: 
Tabelle3 
—_ zz. sn m 
N j 
167 K- @s(0, 9; 0, %) ; 16x K- Tyle; 
N 2 N 16 7 Kz Inte; 0) | n n(@; 0) 
a ——————————————————————— 
0 —0,274789 —0,27478888 
| 10 —0,006544 +0,00145082 
20 —0,001 714 +0,000 18045 
30 —0,000774 +0,000053 39 
s0 —0,000111 +-0,000002 81 
100 —0,000 071 —+0,000001 44 
150 —0,000 032 +0,000000 43 
250 —0,000011 +-0,000000 09 
300 —0,000 008 +-0,00000005 
Y 500 —0,000 003 +0,000 00001 
0,000000 | 600 —0,000 002 —+0,000 000 00 


Zur Ermittlung von Durchbiegungslinien berechnet man G, zweckmäßig nach (45a). Dann 
ist die Güte der Konvergenz von (45b) entscheidend. Bei der Durchrechnung von Beispielen hat 
sich gezeigt, daß etwa nach acht Gliedern (N = 8) G, bzw. H, überall mit einer Genauigkeit von 
mehr als 1% dargestellt wird. 


Für die Berechnung von Durchbiegungslinien einer Kreisringplatte wurden folgende Werte 
angenommen: 


Delle 


u=03; 


0e=N6; 


N=315. 


Normiert man die Plattensteifigkeit X aus (4a) zu 1, so erhält man für die Hauptdurchbiegungs- 


linie 9 = 30° = const. bzw. p = 210° = const. die in Tabelle 4 angegebenen und in Bild 5 
dargestellten Werte. 


Tabelle 4 
= alles Te 
‚05 [055106 [00 | 07 1075 | 08 [085 [oe Jos |10 
ll ee eu nn nn nn nn 
| | | i | I I 
—@snach (26) _ |0,0196, 0,0070 0,0015, 0,0069) 0,0178 0,0293. 0,0383 0,0421 0,0385) 0,0252 0,000 
930° | —@smit (45a) |0,0195 0,0065 0,0000 0,0063 0,0176 0,0292 0,0382 0,0421 0,0385 0,0252) 0,000 
Ymit(45b) 1,8567 1,6657 1,4843 1,3078 1,1331 0,9575 0,7790 0,5957 0,4059 0,2079 0,000 
@nach (44) 1,837 11,659 1,484 1,302 1,116 0,928 0,741 0,554 0,367 0,183 |0,000 
— nach (20) |0,2022 0,1924|0,1803|0,1650| 0,1492 0,1303| 0,1089 0,0853 0,0592 0,0308| 0,000 
p=120° | —@smit (45a) 0,2021 0,1923| 0,1802) 0,1659 0,1492| 0,1302 0,1089 0.0852 0.0592 0,0308. 0.000 
| @umit(45b) 1,0536 0,9513 0,8487 0,7457 0,6420 0,5375 0,4322 0.3258 0,2183 0,1098 0.000 
Gnach (44) 0,852 0,759 |0,669 |0,580 |0,493 0,407 0,323 0,241 0,159 |0.079 0,000 
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. Mit denselben Eingangsgrößen wie jene, die der Tabelle 4 zugrunde liegen, sind die Durch- 
biegungen des Innenrandes r = a = 0,5 ermittelt, in Tabelle 5 zusammengestellt und in Bild 6 
aufgetragen worden. 


G 


Bild5. Hauptäurchbiegungslinie einer Kreisringplatte Bild 6. Durehbi ini =u= 
1 - egungslinie des Innenrandes r = a = 0,5 der 
mit Einzellast und «=03, K=1 durch Einzellast belasteten Kreisringplatte 


Tabelle 5 


Beer 


- "G@nach (44) 


120° 


60° | 90° 210° | 240° | 270° 360° 


150° | 180° 


0,968 | 0,880 


300° | 330° 


| | l 
1,837 |1,633 1,345 | 1,120 0,852 |0,880 |0,968 | 1,120 I1,345 I1,688 


Die numerischen Untersuchungen haben gezeigt, daß das Problem der durch eine Einzellast 
belasteten dünnen Kreisringplatte mit den hier abgeleiteten Formeln bei Berücksichtigung von 
etwa 8 bis 10 Reihengliedern mit hinreichender Genauigkeit behandelt werden kann. 


6. Abschlußbemerkung 


Abschließend sei darauf hingewiesen, daß G in der Form (28) mit (28a) bei Anwendung der 
Entwicklungsformel (8) sehr geeignet erscheint, jeden Belastungsfall von Kreisringplatten durch 
Integration zu lösen. Darüber hinaus kann man mit Hilfe der Greexschen Funktion Teilplatten- 
z. B. Halbplattenprobleme berechnen, indem man auf dem nicht betrachteten Teil einer Voll- 
' kreisplatte Einzellasten anbringt und ihre Größe daraus bestimmt, daß die Randbedingungen 
an den Teilfugen der Halbplatte möglichst gut befriedigt werden. Nach dieser Methode wurde 
das Problem der außen frei aufgelagerten Halbkreisringplatte mit sonst freien Rändern bereits 
erfolgreich behandelt, und eine Veröffentlichung ist geplant. 
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Laminar Non-Newtonian Flow in 


»az: 


Das Problem der Strömung gewisser nicht-N « ewtonscher I issigkeiten iı 
mittels Binführung von Gliedern zweiter Ordnung in die Geschwindigkeitsrelationen } 
der a term behandelt. Für den Fall, daß die Radialkor peweil / 
Bedingungen genügt, wird gezeigt, daß sich eine exakte Lösung der Navier-Stoh sc leich 
läßt, durch welche die stationäre Strömung einer nicht-N ewtonschen | lüssigkeit in | 
Ring beschrieben wird. DR Warbeung TEADT Re I REN kon Big 
des Strömungsfeldes werden untersucht. In analoger W euse auch das Problem " nicht-1 n sche: 
Strömung ns porösen Platten gelöst. Es wird gezeigt, daß die Lösung dieses Problems auch als ? 
fall aus der Lösung des Ringproblems erhalten werden kann. x 


: SR 
The problem of flow of certain non-N ewtonian liquids in an annulus with porous walls is disc 

a N A = in the stress-strain velocity relations of classical hydrodynamics. When ı 

_ restrictions are applied to the radial component of flow, it is shown that it is possible to obtain an exact sol 

tothe Navier-Stokes equations describing the steady-state flowiof anon-N ewtonian fluid in an annulus 

porous walls. The effects of such restricted radial flows om the characteristics of the flow field have b 


examined. Further, the problem of non-N ewtonian flow between porous plates has been solved in a ee : 
balso 


analogous to that used for the anmulus. It is shown that the solution of the porous plate problem 
be obtained as the limiting form of the solution for the annulus problem. 


Bonpoc TeyeHuA HEeKOTOPbIX HEHIWTOHOBCKUX FKUNKOCTEÄH Yepe3 KOABIO C TIOPHCTBIMH 
CTeHKAMU PACCMATPHUBAeTCcH IIYTEM BBeNeHUA B COOTHENIEHUA KJIACCHYecKof TUNPOAHHAMHRU, 
CBA3BIBAIOIIME MABJIEHME-PACTFALKEHHUE CO CKOPOCTLIO, YIEHOB BTOPOTO HOopA1Ka. B Ipenmono- 
3KEMHH HEKOTOPBIX OTPAHHYeHNHX NIA PanuHalbHOH COCTAaBAAIOIMeH TEeYeHUA IIOKA3bIBAeTCA, AUTO 


MO3KHO HONYYHTb TOYHOE peneHne ypaBHeHuü HaBbe-CToKca, OIHCHIBAIWIIHXy CTAHOBUBIIEECH 


TeyeHHe HEHMWTOHOBCKOÜ FKHNKOCTH Yepe3 KOABIIO C TOPHCTEIMH CTEHKaMM. PaccMmaTpuBamrcH 
BAUAHHA TAKUX OTPaHHYeHHBIX PAalHalbHbIX TeyeHHü a Tak7ke XapakTepHCcTHYeckHe CBOÜCTBA 
NOAA TeyeHun. lanee peimaBTcAH BOUPOC HEHWTOHOBCKOTO TEYEHHA ME&3KILy HOPHCTBIMH IJIACTUH- 
kamu. IlpmmensiembIe IpPM 3TOM IIPHEMM aHaJıoTmYyHbI METONAM, HCIHOJAIB3YeMbIM MIA Cayyan 
Konbua. [IorasbiBaeTcH, YTO pelieHHe IA HOPUCTOÜ ILIACTHHKU MO7KET ÖbITb HOJIYYeHHO Kak 
NpeneJIbHblä cayyaii pemeHun MIA KOJIbIA. 


Introduetion »r 


In recent years, flow through channels with porous walls has been gaining an increasing 
importance both in technological and biophysical fields. Much work has been done with an 


effort to understand the effects of fluid removal or injection through channel walls on the flow 


of a classical viscous fluid. BERMAN (1953) made an initial effort in this direction. His investi- 
gations provided a technique for solving the classical viscous flow equations. Further contri- 
butions have been made since then by SELLARS (1955), Yuan (1956), Yuaw and FINKELSTEIN 
(1956), Berman (1956) and MorpucHow (1957). All these investigations concerning the flow 
of classical viscous fluids in an annulus with porous walls, have dealt with approximation methods 
for obtaining solutions valid for different restricted ranges of fluid suction and injection at the 
walls of pipes and rectangular channels. Later, in 1957, Berman (1957), gave a method for 
obtaining the exact solutions of the steady-state problem of laminar flow of an incompressible 
viscous fluid in an annulus with porous walls by placing some restrictions on the crossflow rates. 
These workers have thus confined themselves to the classical viscous fluid flow only. But no 
work has been done so far on non-Newronian flow in an annulus with porous walls. 


The present investigation is concerned with the problem of steady-state laminar flow 
of a non-Nrwronian liquid in an annulus with porous walls and is carried out by introdueing 
second order terms of the type di d$ (where d; is the strain-velocity tensor) into the stress-strain 
relations of the classical hydrodynamies. It is assumed in our case also that the fluid injection 
rate at one wall is taken equal to the fluid withdrawal rate at the other wall of the annulus. 
With this restrietion it is found possible to obtain an exact solution of the NAYIER-STORES equa- 
tions, which is valid for all values of the cross flow in the non-Newtonian case also. 

Thus, the effect of variations in the cross flow velocity on the flow field can be examined 
in detail near the injection and suction walls. It is found as a result of the present investigations 
that the non-Nrwronian flow characteristics in an annulus with porous walls are similar in 
some respects to those of the classical viscous flow under similar conditions. But certain dissi- 
milarities have also been found to exist between Newronian and non-NEwTrovian flows in an 
annulus with porous walls particularly in two cases, namely, in the behaviour of the veloecity 
field for extreme variations of cross flow and secondly in the behaviour of the pressure field when 


*) Read at the UNESCO Symposium on “Non-linear Ph sical Problems’ and the 5t ? 
retical and Applied Mechanics between December 2lst, and Dee 96th, 1959, Be (India). RER 
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a = radius of the outer pipe of the annulus. 
h b = radius of the inner pipe of the annulus. 
 g(o, R) = axial pressure function defined by Equa- 


tion (21). 
5 p = pressure 
* r = the radial coordinate for the annulus. 


; h = the spacing between the porous flat plates. 
+ NRe= the Reynolds number for the longitudinal 
f flow in the porous plate problem; h u/v. 

R=the Reynolds number for the cross flow; 
hvu/v for the porous plate problem and 
a Va/v for the annulus problem. 

u = the axial or longitudinal component of velo- 
city in the annulus or flat plate problems, 
respectively. 

3 u —= the average axial or longitudinal veloeity in 
e* the annulus or flat plate problems respecti- 
vely. 
%q, % = the cross flow velocities at the outer and 
inner walls of the annulus respectively. 


. ’ 


_ the direction of the cross flow changes. ‚Next, by varying the radius ratio of the annulus, the 
effect of geometry changes on the solution has been studied in the present problem. Further- 
_ more, this problem has been extended to the case of non-Nuwronian flow between two porous 
plates also. Finally it has been demonstrated in this paper, that the solution for the porous 

_ plate problem could be obtained as a special case of the annulus problem. 


k SYMBOLS USED 


vn = the cross flow velocity in theflat plate pro- 
blem 
x =the axial or longitudinal. coordinate in the 
annulus and flat plate problems, respecti- 
vely. - 
y = the cross flow coordinate for the flat plate 
problem. 
= a dimensionless distance parameter equal to 
(A — o)/(1 — 0) for the annulus and (y/h) for 
the flat plate problem. 
A = a dimensionless distance parameter equal to 
(r/a) for the annulus. 
4 = the fluid viscosity coefficient. 
4 = the coefficient of cross-viscosity of the fluid. 
0 = the fluid density. 
co = theradius ratio of the annulus = bja; 
Ozon 
v=the kinematic coefficient of viscosity. 
v, = the kinematic coefficient of eross-viscosity. 
k= a parameter = 2 v,/a?. 


Solution of the flow equations for the annulus problem 


Non-Newronian liquids such as blood, thick oils, paints, colloidal suspensions and high 
polymer solutions like polyisobutylene solution are highly viscous liquids. They exhibit certain 
type of phenomena which cannot be described by the stress-strain relations of the classical 
hydrodynamics. The rheological behaviour of the non-Newronian liquids can be adequately 
studied by generalizing the stress-strain velocity relations of the classical hydrodynamics in the 
manner suggested by RıvLın (1948) and Reiner (1952). This generalization is effected by intro- 
ducing second order terms of the type di d (where d; is the rate of deformation tensor) in the 
classical stress-strain relations. We obtain the non-linear stress-strain velocity relations in the 
form (Rıvrın (1948) 


ihr 


where the coefficients F, and F, are in general functions of material invariants. But in our 
problem we restrict ourselves only to cases where F, and F, are constants known as the coeffi- 
cients of viscosity and cross viscosity respectively. p is the pressure of the liquid. 

The equations of conservation of momentum are the well known EuLerian hydrodynamical 
equations (Tensor Analysis, Theory and Applications by 1. S. SOKOLNIKOFF, 1956 pp 290—325 
John Wiley and sons, Inc. Newyork) and are written as 


N 
ol Ha) ter N 


_ where the acceleration terms are written following the motion of the fluid. v‘, indicates the 
covariant derivative of the velocity vector v’ with respect to a coordinate a’ and f! is the body 
force per unit mass, o is the density of the liquid. f‘/ is the covariant derivative or the rate of 
stress with respect to the space coordinates x? and summed over the index 7. 

The equation of conservation of mass is written using the continuity condition that the 
time rate of change of mass of fluid contained in a given region is equal to the excess of the mass 
flow out of the region over the mass flow into the region. Thus we have the equation of conti- 


nuity in the form 


00 I ee 
a u 


Let us consider the laminar steady-state flow of a non-Newronian liquid in the region 
bounded by the porous walls of two concentrie tubes of radii a and b. We assume that the rate 
of fluid withdrawal at one wall of the annulus is always equal to the rate of injection of fluid at 
the other wall and that these rates are independent of axial position in the tube. 


u u 
EUER 
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We assume that the body forces are absent and we select a cylindrical polar coordinate - 
system with the x-axis along the tube axis and define a dimensionless radial parameter AH 
where a is the larger of the two tube radii. The equations of motion and continuity eqs. (1), (2) 
and (3) become after introdueing A 
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The range of the variable A is blasael Si. (7). 


The x component of the velocity is u, vis the radial velocity component, p is the pressure, o the 
density, » the kinematic viscosity and v, the kinematic cross-viscosity. 
The condition, that the suction rate at one wall be equal to the injection rate at the other 
wall, is satisfied if 
a a (8), 


where v, and v, are the radial velocities at the walls of the smaller tube and larger tube respec- 
tively. Further, because of this restriction on the cross-flow, the axial velocity component, u 
does not depend on x. The continuity equation (6) and equation (8) then give 

_ 9% 


2) = + ent (9). 


| 
| 


where o = Dis the radius ratio. 
If one uses these results, the first equation of motion, eq. (4) is reduced to | 


a op H 2m.R u’ 2», R | 
DR bs 55 »- 7 ae N (10), 4 


a? 


where 4 = fluid viscosity, and », = kinematic cross-viscosity; the primes denote differentiation 
with respect to A, and the cross-flow Reynolds number R is defined by 


Rune Ile (il). 4 
The second equation of motion, eq. (5) reduces to 
op ou —16% 1 -;, 2 
rn 44 | my = naeh wu ei a 
where 4, is the coefficient of cross viscosity. 
From eq. (12) it is clear that 
0°p 
0x OA u 
Hence if one sets 
op _ 
a 
eq. (10) becomes 
a - u’ 
u" (®—KR) z AIR—NW-KR=cH .. 2.0, . (14), 


after replacing 2»,/@ by K. 
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The boundary conditions to be satisfied are 


BEDIENEN (15). 


Eq. (14) can be integrated twice and after the boundary conditions eq. (15) are satisfied, we 
obtain the solution 


et 2 a [U — K RER — (®— K RyRR 


The average axial veloeity in the annulus is obtained by integration. Thus, 


1 
4 2 
= [Au IRRE BIMEHS PIE (17). 
If one averages eq. (16), the relationship between c and u is found to be 
GR —c 2 +R)+09(2 —R) R(1— 0) (1—K Ryki2 
5 2(2+R) | 2 _ A(l—KR)RR— (9? — K Ryal 2.x.n|c9, 
The axial velocity component is then given, in terms of the average velocity by 
4 
"D 2(R+2x 
(1-42) {(1—- K R)#2 — (0 — K R)El®} — (1 — 02) {1 — K R)®2 — (2— K RyRl2l 
2(1+02){(1—K R)#l2—(®—K R)#2}— R(1—0?) {(1—-K R)#l2+ (0®— K R)®®}—4K R{(1—K R)R2—(o2—K RyR2} 
(19). 


The velocity field is now fully defined by Eq. (9) for the radial component and eq. (19) for the 
axial component. 


The pressure field can be described after integration of eqs. (12) and (13). One obtains, 
after some rearrangement of terms, 


plz, 1) — pa, A)) _/1 1 sv, [1 1 
-)-204 
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— RR —K Ra ı]| EOS (20), 


[1—K R)B®— (f®—K RER + R(L—K R)e2m1 


where 
D= {a — K R)#? — (@ — K R)#R}. 


Thus, radial pressure variation is given by eq. (20). For the axial pressure variation, by inte- 
grating eq. (13), we obtain, 


p (0,4) — p(x, A)) [ua\/a 
Bee 


(4 — R?) {(1 — K-R)®l2? — (0? — K R)RR} 
‚(I +o)[(d-KR)AR— (@— K R)R®]— R(1— 0%) [(1— KR)#® + (®— K R)®R]—AKR|(1—K R)#®— (®—K R)RP] 
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This completes the solution of the equations of motion for the non-Newtonian case. The 
results apply equally well for either direction of cross flow in the annulus. Positive values of 
R,v, and v, represent suction at the outer wall of the annulus and injection at the inner wall, 
while the negative values of these parameters give the solution for injection at the outer and 
suction at the inner wall. It may also be noted that Berman’s (1957) solution for the classical 
viscous flow case can be obtained as a particular case from our eqs. (9), (19), (20) and (21) by 
putting », = 0. 
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Veloeity Components 


The radial component of velocity, given by eq. (9), is seen to vary in a particularly simple 
way with radial position and becomes more nearly constant as the radius ratio approaches unity. 


The behaviour of the axial component of velocity, given by eq. (19) is of considerably 


greater interest. 
In the absence of cross-flow, R = 0, the axial velocity becomes 
u(A) _ „dl — 22) Ino— (1 — od) In} 


u " AdFrAamt+tl—) 


as can be seen by examining the limit of eq. (19) as R approaches zero. eq. (22) does not involve 
any term containing cross viscosity. Hence eq. (22) is the same as would be obtained in the 
classical viscous flow case also. Thus for the-solid wall annulus u(A)/ü is the same whether we 
consider the non-Newtonian liquid or the classical viscous liquid. eq. (22) is the usual expression 
for the velocity profile in a solid wall annulus. (See for example, eq. (53), J. A. Knupsen and 
D.L. Katz, Fluid Dynamics and Heat Transfer, Engineering Research Institute, University 
of Michigan, 1954, p 43). This profile is not symmetrical and the maximum velocity occurs 
closer to the inner wall of the annulus. For the annulus with porous walls, a cross flow charac- 
terized by R= 1 (injection at the inner wall and suction at the outer wall) leads to a non-sym- 
metrical profile regardless of the radius ratio of the annulus in the non-Newtonian case. This 
is in contrast with the symmetrical parabolic profile which results for R = 1in the case of classical 
viscous fluid flowing in an annulus with porous walls. 

Another property of the axial velocity component may be seen by reference to Fig. 1 
where velocity profiles have been plotted for various cross flows making use of a normalized 


radial distance parameter defined as £ _—._ For the particular values of o and K chosen, 
I : 2 4 Ri e 
c=-02andKk — Fake inflexion points appear in the profiles R > 1. Note that for negative R 


the profile changes which occur are such that an inflexion point does not appear. Since the 
presence of an inflexion point is of importance in flow stability considerations, the conditions 
required to produce an inflexion point have been determined. 

The second derivative of the axial velocity component obtained by differentiation of 
eq. (19) is set equal to zero. This leads to the following equation for the position of the inflexion 
point. 


(2 — K R)RR—2 [®(R—1)— KR= [A—KR)RR (0 — K R)Re] (23), 


R(1— 0) 
ando <s4,<s<1. 
This equation can be numerically solved for any case to obtain the position of the inflexion 
1 
point. For example for K = 5 0, o=0.2 and R=1, the value of A = 0.2704 or £ = 0.09 


which gives the position of the inflexion point in the velocity profile for R= 1. 


For a given R, the critical value of o is that one for which the inflexion point first appears 
atA=o. Thus the critical value of o is given by the solution of the algebraic equation 


(0 — K RRR=2 [@ (R—1)— KR]I= 


2 
Ra) [1 — K R)R® — (0 — K R)Rl2] (24). 

This equation has been solved for several values of R, taking K = 1/125 to give the corre- 
sponding critical values of o. The results are given in Table I and Fig. 2. 


Table I 
Critical values of o and R for an inflexion point profile 


Huhn 
—— — nn =—— = = — 
| | | | x; 


=» |: | s | s | je Pa 

—m— [1220 0 oe 
Kos | fa \ 

6 0.1747 | 0.3522 | 0.50 | 0.6857 | 0.7964 | 0.8730 \ 0.9212 | 0.9768 | 0.9813 


For a given value of o the inflexion point 
\ lu > point appears at A = o when the cr N 
number, R is the critical one given in Table I or Fig. 2, A 


Note that, as the radius ratio approaches unity, the cross flow required to produce the 


inflexion point profile becomes very large. With r i 
nfle, k egard to th € - i 
liquid behaves like the classical viscous liquid. ö ee 
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One further aspect of the axial velocit | i 
y component behaviour should be mentioned. I 
ee seen by reference to Fig. 1, that the velocity profiles for R= + oo and Re er 
coineide. This can be deduced also by examining the limit of eq. (19) as R tends to + © and 
also as R tends to — oo. The limits are found to be the same. 


When fluid is injected at the outer wall and removed at the i 1 
| e inner wall (that is for R nega- 
> y a eRDrgleg (of the axial component of velocity) become more Has as the 
TosS low velocıties Increase. For higher cross flow velocities the i 
' at a point closer to the inner annulus wall. SR Men 
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RATIO OF POINT TO AVERAGE VELOCITY 


DE EEE EEE ODE 0870910 
DIMENSIONLESS DISTANCES $ 
—0— N0 CROSS FLOW R-0 ——— INJECTION OR SUCTION AT OUTER WALL (R=3) 


——— SUCTION AT OUTER WALL(R=17) -*--=- TNIECTIOWATOUTERWALL/R=0) 
_— ” » ” ” (R>0 Finite) 


Fig.1. Annulus axial velocity Profiles for various cross-flows (o = 0,2) 


For fluid injection at the inner wall and removal at the outer wall (that is for R positive) 
the velocity profiles also become more asymmetrical as the cross flow velocities increase. By a 


h 5 3 1 A 
reference to Fig. 1, it becomes clear for the particular case o = 0.2andK = 5 o?, that at first, 


up to R=50 the maximum velocity occurs at a point closer to the outer annulus wall. But 

for R>50, the point at which the maximum velocity occurs, recedes and moves closer and 

closer towards the inner annulus wall, and ultimately, when R approaches + oo the maximum 

velocity point coincides with that when R approaches — oo, its position being close to the inner 

annulus wall. Again by a reference to Fig. 1, it becomes clear that the velocity profiles for large 
4 
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positive R, which lie on the left of the profile corresponding to BR= 0 are such that an inflexion 
point does not occur. Thus the behaviour of the non-Newronian liquid is dissimilar to the 
classical viscous liquid in the case when R is large and positive. And also by examination of the 
first derivative of the expression for the axial velocity component and as shown in Fig. 1, the 
slope of the velocity profile approaches a finite limit at the walls as R approaches + x. 


Pressure Field 


The radial pressure variation is given by eq. (20). 
It is clear from this equation that the radial pressure 
variation depends upon the direction of the cross flow 
since the values of this variation will be different for 
R positive and R negative, as can be seen from eq. (20). 
In this respect also the non-Newronian liquid is dis- 
similar in behaviour to the classical viscous liquid. 

The axial pressure described by eq. (21), always 
drops in the direction of the cross flow. This can be 
shown by noting that, in the domain described by 


—osS RS +, Des 


the right side of eq. (21), called g(o, R) for convenience, 

has no zeros on the R axis for any value of o and is 
positive for some value of R and o. 

Figure 3 gives the ratio of the axial pressure drop 

% © @ & © 5 % © % ® © for an annulus with cross flow to that for a solid wall 

RADIUS RATIO 0 . 

j > Ä } annulus as a function of the cross flow REYNOLDS num- 

ae unction mer, R, for constant average axial velocity. Curves are 

given for various values of the annulus radius ratio o. 

It is clear from Fig. 3, that for the same average axial velocity the axial pressure drop per 

unit length, when cross flow is present, is greater than that for a solid wall annulus and the 

difference becomes much more exaggerated as the radius ratio of the annulus decreases which 

is also the case with classical viscous liquids. Further in the non-NEwTonian case this difference 
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is found to become much more pronounced while R is negative than when R is positive, since 
in Fig. 3 the curves for R negative, are steeper than the corresponding ones for R positive. In 
this respect the non-Newronian liquid differs from the classical viscous liquid. 


Non-Newtonian flow between two porous flat plates 


EL Be Re for = a Re two-dimensional laminar non-Newroxian flow 
‘ous flat plates can be obtaine a procedure 
p | ained by a procedure analogous to that used for the annulus. 
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The equations of non-Newroxian hydrodynamics in cartesian coordinate system for this 
problem become: 


ou ou 1 op ou "eu ou Au u v\/ou  Ov 
U N ee Er ER A Fr | Pre Bee == 
a ® oy 0 6x je 5 eo 1 0x om | % oy Ki | (& Ei al 25), 
ov ov 1 op GV ov O?v Fu Ov \/ou 
uU— +V— =—— + d— — — 
0X 0y o © + je an jr | oy oy? T I sE oy ie = =] 026), 
where F, and F, are taken as 24 and 24, respectively in eq. (2). x-axis is taken parallel to 
the plates, the origin lying on the lower plate and y — axis is taken perpendicular to the plates, 


u and v are components of velocity parallel to the plates and transverse to the plates respectively. 
Equation of continuity is 


Let &=y/h a non-dimensional distance parameter where h is the distance between the plates. 
In this problem also we make the same assumption as that of the annulus flow problem namely, 
the rate of fluid injection at one plate is equal to the rate of suction at another plate and is 
independent of the position. 


Fleueen = 0,03 LCOUSLant 7 2 ro. Sr ee: (28). 


On account of Eq. (27) and Egq. (28), we have u a function of y only. Hence eq. (25) and eq. (26) 
reduce to 


a 


er a EN a Re Bags 29), 
06° DER NGE 2) 
ou ur 12 op 
. ee ee ne a ae 30). 
dt 0. Ps de ( ) 
We now define R, the cross flow REeyxoLps number for this problem as follows: 
RE er EEE (31) 
u 
From eg. (30) it follows that E is a function ofZ only. Hence we have 
[a ) 
A N ee 32) 
0x 66 ( 
From eq. (29) it follows therefore that 
Era zulenug u, 2 N 9 (33), 
u 0% 
where c is a constant. 
Now equations (29) and (30) reduce to 
Fu ou 
— — R— = ee a > H34), 
de ae ) 
En nf a —. (35). 
Ob 
The boundary conditions for u(Z) for this problem are 
ul a EURERT Mn HERE TEERTHERRENE 5,0) 
ul) = 0 a E19): 


After integrating eq. (34) we obtain the solution fulfilling the boundary conditions eqs. (36) 
and (37): . 
eRd — 1 


. c . Q 
| 3 BER TEEN PR RE TOTER LU (38). 


4* 
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Now the average velocity parallel to the plates per unit area of the plates is given by 


1 f 
a = [SUITE BE re 
ö 
Performing the integration in eq. (39) after substituting for u(£) from eq. (38) we obtain 
c 
i=—— [a — Alte) 20 Fern (40). 


Hence u(£) can be expressed as 


uey BAT fe Pe 141 
ı eye 


he expression for the longitudinal velocity parallel to the plates does not involve 
cross he It is the same thereloie for classical viscous fluids also. eq. (41) is identical 
with Berman‘s solution (1957) for the classical viscous liquid case. It is clear from eg. (41) that 
the longitudinal velocity profiles do not have inflection points. ea 
The transverse pressure variation obtained by integrating eq. (35) is given by 


PRYV— PRO, _ 4, [Na RU—eDB—2e+tEe) (go), 
(0 v2,/2) Ian (0) 12 Re Z2rr = 


where 
Na, HU. . 20a nn a 
is an inlet flow REYNoLDS number. 
From eg. (42) it is found that the radial pressure depends upon the direction of the cross 


flow. 6 
The longitudinal pressure variation obtained by integrating eq. (33) and eliminating c 


by expressing in terms of u is: 


PO O— Pl, [hNne\__ AR)  _ 
(e@P) ‚ er a 


Now G(R) has no zeros on the R axis and is positive for some value of R. Hence G(R) is always 
positive. This implies that the longitudinal pressure always drops in the direction of the longi- 
tudinal flow regardless of the direction of the cross flow. This result is the same as that occurs 
in the classical viscous flow between porous plates. 


The Porous Plate Solution as the limiting form of the annulus solution 


It can now be demonstrated that the solution given by eqs. (41) and (44) for the 
porous plate problem involving the non-NEwronian flow is a special case of the annulus problem 
for the non-Newronian case. For comparison with the flat plate solution it is necessary to 
transform some quantities in the annulus problem. The dimensionless parameter A — r/a used 
in the annulus problem, and the cross flow ReyxoLps number R of the annulus problem are 
transformed so that they are expressed in terms of the distance between the annulus walls 
instead of the larger radius of the annulus. This can be done simply by using the following relations 
for the new distance parameter and cross flow REYNoLps number. 


Erik 
ee „ w 1 lan 
R=1,(@—b)y=Rll—d..... 0 vo 


Further since we wish to examine the annulus solution in the limit co —1 it is convenient to 
put 


o=1-e.. . ee 


and examine the effect of passing to the limit as a and b approach infinity in such a way that 
o — bja approaches unity. 

2a 
a? 


Incidentally we might observe as a approaches infinity K = 
eq. (19) becomes in this case 


ee _A-BU-A—-U—HU— 
z +2]; AHA RI HN 2] Te 


approaches zero. Thus 
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_ Now if we substitute in eq. (48), from eqs. (45), (46) and (47) ws have 


u_2 (R+2 d 2 A -—9—e dA — 119 er) 2—9)} 49 
a 2 +d-MN-A-SM-@-9RI Tage] u 
€ 3 In the limit as ge approaches zero, after using the result | 
SEIT NEN NO A ERSTE AREA (SU) 
e—0 


we obtain the limiting form of eq. (49) 


2 IR (e® 1) esse | er 
23 Tem namen 3) TR. 


Br. eq. (51) is identical with the expression for the longitudinal velocity component given by eq. 


u: 


(41) in the porous plate problem. 
A similar treatment indicates the equivalence of the axial pressure ne for the 
annulus as o approaches unity, to the longitudinal Bu for the porous plate problem for the 
non-NEwronian flow. 


Summary 


Re solution of the NAVIER-STOKES equations has been obtained for the case of the steady- 
state flow of a non-NEwronian liquid in an annulus with porous walls. The cross flow (radial 
component of flow) is produced by injecting fluid at one wall of the annulus and removing fluid 
at the other wall at equal rates. 

When non-Newronian fluid is injected at the outer wall and removed at the inner wall 
the velocity profiles (of the axial velocity component) become more asymmetrical as the cross 
flow velocities increase. For higher cross flow velocities the maximum axial velocity occurs 
at a point closer to the inner annulus wall. 

For fluid injection at the inner wall and removal at the outer wall, the veloeity. ee 
again become more asymmetrical as the cross flow velocities increase. With increasing fluid 
injection at the inner wall, the velocity profiles soon develop a point of inflection suggesting 
flow instability. At first the point at which the maximum velocity occurs is found to move 
closer to the outer wall, but as the cross flow velocity increases, this point recedes and moves 
closer to the inner wall. 

Finally the point of maximum velocity as R approaches + oo coincides with that of the 
case R approaching — 00. The occurence of asymmetrical velocity profiles and the development 
of points of inflexion which are true of classical viscous liquids are also true of non-Newtonian 
liquids. But the phenomena involving the recession of the point of maximum velocity towards 
the inner wall regardless of the direction of cross flow in cases of its extreme variation is not 
exhibited by the classical viscous liquids. This phenomenon is found to be associated with 
non-Newronian liquids. The cross flow ReynoLps number required to produce the inflection 
point in the profile is found to vary with the radius ratio of the annulus, becoming higher as 
the radius ratio becomes greater. This is also the case with classical viscous liquids (BERMAN 1957). 

The radial component of velocity varies inversely with distance from the inner wall, as 
required by continuity. 

The pressure variation in the radial direction is found to be dependent on the direction 
of the cross flow unlike the case of classical viscous fluids. 


The pressure variation in the axial direction is also found to be dependent on the direction 
of the cross flow and is found always to decrease in the direction of the axial flow. For the same 
average axial velocity the axial pressure drop per unit length, when cross flow is present, is 
greater than thatfor asolid wallannulus and the difference becomes more exaggerated, astheradius 
ratio of the annulus decreases, which is also the case with classical viscous liquid. Further for 
the non-N»wronian flow this difference becomes much more pronounced in the case of injection 
at the outer wall and fluid removal at the inner wall than in the case of injection at the inner 
wall and fluid removal at the outer wall. 


The solution of the problem of non-NewTronian flow between two porous plates has been 
found in a procedure analogous to that used for the annulus. Also it is found that the solution 
for the porous plate problem could be obtained as a limiting form of that for the annulus pro- 
blem. As the radius ratio of the annulus increases, that the properties in general, of the annulus 
flow approach those for the steady state flow between two porous plates, which is true of New- 
tonian liquids, is found to be true of non-Newronian liquids also. 
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Geometrische Darstellung der Weierstraßschen #-Funktion 
Von F. REUTTER 


Im Anschluß an frühere Arbeiten des Verfassers über die nomographische Darstellbarkeit elliptischer 
Funktionen werden Nomogramme entwickelt, mit deren Hilfe die natürlichen Logarithmen der Weierstraß- 
schen p-Funktion mit komplexem Argument 2 = x + i y und beliebigen reellen Invarianten g,, 95 abgelesen 
werden können. Es zeigt sich, daß bei der Darstellung durch ein Fluchtliniennomogramm die Skalen für x und y 
auf Kegelschnitten und die für die abhängige Veränderliche auf Geraden liegen. Die Ermittlung des zu 
gegebenen gs, 9, gehörigen Kegelschnitts und eines zugehörigen Graduierungsfaktors erfolgt mit Hilfe einer 
Schar Neilscher Parabeln. 


In continuation of previous papers on nomographic representation of elliptic functions nomograms are 
being developed which give the natural logarithms of the Weierstrass b-function of complex argument 
z=x-+iy and arbitrary real invariants 95, 93. It is found that in the nomographie representation the 
scales for x and y are conic sections while the scales for the dependent variable are linear. The determination 
of the conic section belonging to given values of g, and g, as well as the determination of the scale factor is 
carried out with the help of a set of Neil parabolas. 


IIlpmmpikasıı K ÖoNee paHHHHUM Pa60TaM aBTopa O HOMOTPahmyecKoi IIPEeACTABHMOCTH 
SIIIHUTHYeCKUX PYHRIHÜ paspa6aTbIBalwTcA HOMOTPAMMbBI, IHPH IHOMOIHHM KOTOPBIX MOFKHO 
BbIYHCHAT HATYPaııbHBIe NorapuhmeI p-dyakruuu Beiiepmrtpaca C KOMIMAIeKCHBIM APTYMEHTOM 
2 =x-+iy uU N0Öble BeIMecTBeHHbIe HHBAPMAHTEI 93, 93. OKAsbIBAeTcH, YTO HPH IpencTa- 
BJIEHUM IIOCPeNCTBOM HOMOTPAMMBI C BbIPaBHEHHBIMH TOYKAMH INKAJEI AUA = U y AeKaT Ha 
KOHHYECKUX CeYeHHUAX, B TO BPeMA KaRK IA He3aBucuMoä TepeMeHHoÄ A&KHT Ha IPAMoü. 
OnpepesteHue KOHMYECKOTO CEYEHHA, COOTBETCBYIOIIETO NAHHEIM 95, 95 U HANIERAaMmero Koehhu- 
UMeHTa TPpayMPOBKH IPOH3BOAHTCA IIPU TOMOIUM ceMeüctBa mapa6on Heinz. 


1. Die nomographische Darstellbarkeit der p-Funktion 
In [1]%) wurde u.a. gezeigt, daß die Funktion 


v= 1 [pe 9) —ual=uriv .. Nr 
are %g= —4(&%e5 + 036, + € 6), 9; = 4 eı ee, reell sind und e; eine reelle Wurzel der Glei- 
chung 
3 “ “ 

Ar— HE; =Alt— eo )Ü—)lt—e)=0 .........(12 
bedeutet, sowohl für reelle Werte von e,, &,, e, als auch für einen reellen Wert e, und ein konjugiert 
komplexes Paar €), €; durch ein Fluchtliniennomogramm darstellbar ist. Die u-Skala und die 
v-Skala liegen je auf einer Geraden, deren gegenseitige Lage noch frei wählbar ist. Die x-Skala 
und die y-Skala haben einen Kegelschnitt zum gemeinsamen Skalenträger. 

Da die Mannigfaltigkeit der $-Funktione it ree j j i 
ee . ne der g-t unktione n mit reellen 92; 9; eine o*fache ist, ergeben sich 
nse x : egelschnitte als Träger der Skalen für x und y. Man könnte diese so anordnen, 
dab man jeweils die zu einem festen Wert von g, gehörivoe Skale i iokei i 
ner a ert von 9a gehörige Skale nmannigfaltigkeit auf ein Blatt 
hn. 5 ‚ann 9; der Farameterwert der einzelnen Skala für x und yist. Jedoch kann 
man, wiein 3. gezeigt wird, erreichen, d: £ ibei einzi ittbü 
; gezeigt wird, erreichen, daß man mit einem einzigen Kegelschnittbüschelauskommt. 


} 2. Die Skalengleichungen 

{ Kan Ian als been der Skalen für u und v zwei parallele Geraden mit den Gleichungen 
—=Nan = c, so erhält man nach [1] für die F n te, =?) di 

et [1] e Funktion (1,1) mit ,= &, Ir folgenden 


2) Die in L ] gesetzten Ziffern beziehen sich auf das Li ichni 
i z } as Literat i 
?) Dies bedeutet keine Einschränkung len We 


kann (vgl.8.). g, da e, mit jeder reellen Wurzel von (1, 2) identifiziert werden 
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x-Skala: 
ae Er ee 
he) al — AP Er 
n 6% {($ — Mn men Is). ; 
n = 9;®) ap? — Gib eo A,jior : E (d, —dı) +d, 
y-Skala: 
2 ia ch? 
IT Falle + a Afio hs 
= GG H_+ D? ld + e)? — (& — 8)? (h_ + &)?} J.ı(y) = 
71) ap? + o{(h_ +6)? = Aıl 16)? Rt an 
wobei 
4, = 16(& — 6) (a — 6) , p = Hl&; 92 9;) , $_ = P(y; 92» — 9) > 
d 
| HR 99) = " By; 92: — 95) » 
u-Skala: | 
0 n=9%u) =—6sinhu+d, für A1<P0, 9,3 
om n=%(u)= %coshu+d, für A,>V0 ee 
v-Skala: 
A n= A) = — c1cosv+d, für Aı<0, 94 
ER neo)! iecosu td, für >20 ak 


Die Größen c;, C,, d,, d, sind noch frei wählbare Integrationskonstanten, durch die man die 
° Form des Nomogramms im Hinblick auf Anforderungen an die Ablesegenauigkeit für bestimmte 
Bereiche der Veränderlichen beeinflussen kann (,‚Formgebungskonstanten“, s. [2]). 

Zur praktischen Berechnung der Skalen sind &, $’, $_, $7 in (2,1) und (2,2) mittels bekannter 
Beziehungen®) auf die Jacogıschen Funktionen zurückzuführen. Mit Hilfe dieser Beziehungen 
gewinnt man aus (2,1) und (2,2) die Gleichung des gemeinsamen Trägers der x- und der y-Skala: 


ac, d?—c 16 a] +2(, —d)eöntemf+ 


+22 2 +dd])—-22dhn +2 — cd) +3a1nfc— 9, =0 (2,5). 
Durch die Transformation 
& Et ER 
— — en en eae 2,6 
& a7 ’ 1 cn (2,6) 
wird dem Nomogramm mit den Skalengleichungen (2,1) — (2,4) ein Nomogramm mit den auf- 
einander senkrechten Geraden &, = 0 als Träger der u-Skala und 7, = 0 als Träger der 
v-Skala und der Gleichung 


. A 2 
ER — A) + 2dd Nm lad) +2d4 +2, mn +1+3.8&&ın = 0 (2,7) 


für den Träger der x- und der y-Skala zugeordnet. Die Gleichungen der zugehörigen Skalen sind: 
x-Skala: 
ib — a — 41/16} 


nn at ek 6)” — (4 — es) (dh —E)} + dzcı p2 —dı@ {9 — 6) — 4,/16%° (2,8) 
G nz ? 2; „O)s 
"Er th — ed? (H— es)? — (a —e) (HP — E)’} + decı Hd, c5{(p —&)?— 41/167 
y-Skala 
F,(y) = — &{(b_ +)? — Ar/16P 
. Gctlb_+ e(b- Ei: 6) — (63)? (H_ +)°} +d. 2 + d, 12((o-+ e)?—A,/16%° (2,9) 


EURE on | 
=) = Felle ee re A Nor 


3) S.z.B. L.M. Mırne-THomson, Jacobian Elliptie function tables, New York 1950, $. 23/24. 
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u-Skala: : Br nn 
Te “>. 1 
2 Eu ar für  4>0 

v-Skala: 


Ks“ M=0 für AN, 
6080 —dı GB 


= Mb) = cecosv+d Ni u 1 


SEHE 


Gleichung (2,5) bzw. (2,7) stellt eine lineare Mannigfaltigkeit von 00? Kegelschnitten, ein 
Kegelschnittbündel, dar mit den Bündelparametern e, und 4,= 16 (. — 6) (& — &)- Zu jedem 
gegebenen Wertepaar 9, 95 gehört ein Wertepaar &, A,. Alle Kegelschnitte des Bündels (2,5) 
haben die Punkte P, (0, d, + c1), Pz (0, d,—c,) auf dem Träger der v-Skala gemeinsam, Sie 
schneiden den Träger der u-Skala in zwei Punkten P; (c, ds + c, V41/4), Ps (6, d— cz YAı/A), 
d.h. alle zu einem festen Wert von A, gehörigen Kegelschnitte des Bündels haben dieselben Schnitt- 
punkte P,, P, mit dem Träger der u-Skala. Die Punkte P,, P, sind ein reelles bzw. konjugiert 
komplexes Punktepaar, je nachdem, ob A, 2 O ist. Die Schnittpunkte der Kurven des Bündels 
(2,7) mit dem Träger der v-Skala sind die beiden Punkte P, (— 1/(c, + dı), 0), P, (1/(cı — dy), 0), 
mit dem Träger der u-Skala P;(0, — 1/(d, + & V41/4)), Pı (0, — 1/(d,— «, VA,/4). Die 
Kegelschnitte des Bündels (2,5) wie auch (2,7) verteilen sich auf oo! Kegelschnittbüschel mit dem 
Büschelparameter e, derart, daß zu jedem Büschel ein fester Wert von A, gehört. Alle diese 
Büschel haben vier bzw. zwei reelle und zwei konjugiert komplexe Grundpunkte, je nachdem 
A... O,bzw] 20 1st, 


3. Büschel von Kegelschnitten zur Ermittlung von wo bei gegebenem z und k% 


Die vorstehenden Überlegungen geben eine Möglichkeit, die Mannigfaltigeit der zu berech- 
nenden x- und y-Skalen von oo? auf oo! zu verringern, indem man nur die Skalen für einen festen 
Wert von 4A} berechnet. Entsprechend den zu A,2 0 gehörigen verschiedenen geometrischen 
Konfigurationen werden zwei Werte A, gewählt und zwar zweckmäßig 


A, = 16, eo) — eo = +16. 2 Dre ea 
A,=16 —-)ia— eo) 16 720, ee 


Die Wahl (3,1) führt zu einem Kegelschnittbüschel mit vier reellen, die Wahl (3,2) zu einem 
Kegelschnittbüschel mit zwei reellen und zwei konjugiert komplexen Grundpunkten als Träger 
der Skalen für x und y. Sie bedeutet keine Beschränkung auf Nomogramme für Funktionen, 
deren Invarianten 9, und 9; solche Werte haben, daß die zugehörigen e; den Bedingungen (3,1) 
bzw. (3,2) genügen. Vielmehr läßt sich mit Hilfe eines Nomogramms, das für $(z; e,, e,, e;) an- 
gelegt ist, auch der Wert von p(z*; e*, e*, e*) mit e* — A e, bestimmen, so daß 


bzw. 


A# = 16 (eX — e*) (e* — e*) — 1642 So 
bzw. . mit AI] 

A# = 16 (e$ — ef) (et — et) = — 1642 =}: 
Es wird auf Grund der Homogenitätsrelation der $-Funktion #) 

b(z*; et, ek, ek) — p (vr ;AeyA 2) Ahlen ne) n. - . . (8) 
also 

AR #0 : 
YA 


Die Ablesegerade zu den Argumenten x* und y* ist also durch die Skalenpunkte x = A x* 
und y = VA y* bestimmt. Zu dem hierzu ermittelten Funktionswert w — u + iv ist noch In A 
zu addieren, um den Funktionswert 

w* = u* +iv* = In [p (a* + iy*; er,er, ch) — er) = Kin 9 (3,4) 
zu erhalten. Damit ist der oo%-fachen Mannigfaltigkeit von $-Funktionen mit reellen Invarianten 
eine 00*fache Mannigfaltigkeit von x- und y-Skalen derart zugeordnet, daß ein jeder Kegelschnitt 


') 8. 2. B. TRıcomı-KrArrFT, Ellipt. Funktionen, Leipzig 1948, S. 60. 
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+0,70 


+060 


+050 


+030 


+020 


+010 


© 


-00 


-030 


-040 


-050 


-960 


-070 


Beispiel(1);9=501588 ı 9,”-196088 Beispiel (2):g, "7, 9,=3 


. 2 = n 
AusBild 5 Kr 07 aus (4,2) e; 029096 AusBild 5 kp=02 aus (4,2) e="05 


GenaueWerte (Tabelle1): e,-0,94561 e,029096 ; e=-123657 GenaueWerte (Tabelle 1): e=15} Te] 


(@) Ablesung: In[pt-06+i04;9,,9,)-8]-0553+11,278 " (& Ablesung: 


In[p9ß-i0B;9,‚9,)-e ]=-0623+i0860 
Berechnung:Infp (-06+i04;9, ,9,)-€,]-055389 + 1127608 


Berechnung : In[p (08-i08; 9 .9,)=8 ]=062030 + i086518 
1) Die angegebenen Dezimalstellen beziehen sich bei allen Bildern auf Ablesungen an 5 


Originalzeichnungen in größerem Format. 


w=In[ plz; 9,,9,)-&] 


Cr 1, G=-4, 
di-d,”0 


Bild 1 


5 > 
a‘ WE ‚ e INEREID,- 
* . 


er? ee 21 = u 
1 ee 
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_ __16 je oo! x-Skalen und oo! y-Skalen 
Ü 2,5) bzw. (2,7) mit A,=+ 16 bzw. 4ı = 16 je oo! x-St I ; 
a Es Bene an az iur eine einzige Bezifferung angeschrieben wird. Aus dieser 


gewinnt man alle übrigen Bezifferungen durch Multiplikation mit dem zugehörigen Grad pen" 


faktor — 
Je nach den Werten der e; sind folgende Fälle zu unterscheiden: 
A) Alle e; seien reell mit 
a .=—2U; a a u,» reell. 
“ Dann ist %— 27 98 = 16(&ı — e,)? (&g — E3)? (Es > eo? >d. 
It )&a>%> % also3|a| < |v|, so wird A,<0. 


+9 
05 N h 7) EZ 

Beispiel (1) Be |] 04 ZZ >; Beispiel (2) 

Ablesung: In|pt-96+i04:9,.9, )-e, ]-0554+11275 RS \ wutl/Z =; gg in{prOß-108,9,,9,)-e2] = 0620-0860 
(Siehe hierzu Bild 1) 8 3 zo PIZ ee 
EINE 2 Me 

v rg 92 = 0 DE RR „! a: 

BE ) Pı.0 008 AM i =” r AN RR: Re » ®» ® 

06 INSEL v UN IN 


ug 
Tr 


N 


0 


$% 09 

% 08 

TE EN 
Bild 2 

Ist dagegen 3 |u| > |v| , was je nach dem Vorzeichen von a auf 

b) s>y>% mit u<0, mean 
oder i 

c) AM mit „>20, v<+r3R 
führt, so wird 4A, >0. 
B) Es sei 

a=uHtio, 9 =—2u, ,=u—iv, u,» reell. 


Dann ist 9 — 27 9 <0. Hier ergibt sich stets A, > 0. 
Der Parameter des Kegelschnittbüschels war zunächst e,. Er hat aber den Nachteil, daß er 


nur für die den Bedingungen (3,1) oder (3,2) genügenden Wertetripel e,, €, e; gilt. Doch läßt sich 
im Falle A) in 


BER Ya 


-= ez 


F. REUTTER, Geometrische Darstellung der Warsrsrrassschen $-Funktion 59 


eine Größe zur Kennzeichnung der Kurven des Büschels angeben, die unabhängig von A ist, d.h. 
unverändert bleibt, wenn man von den e; zu den e* übergeht. Vermöge der Beziehungen 


& ++ e=0und (3,1) bzw. (3,2) läßt sich e, und e, durch e, ausdrücken und damit k& bei 
gegebenem e, berechnen. 


2) 
U 
20 

Beispiel (MD) 9,=351M g,=-0,79702 Beispiel (D) 0,-25,39967, 9,=-24,41793 

Aus Bild 5 Ry=gg. QUS(42) e,=079116 Aus Bild 5 kuymgdz, aus (42) e,7=1,56510 

Genaue Werte. e7=0,24343, e,,=0,79116. e,,=-103459 Genaue Werte: em "134178; e,1°1,56510; e,7=290688 E 

5 06 ,;04. - 3 
(2) Ablesung:in[pe} = nem) ] 70,330 +i1,65% mit VA =Q91469 @&) Ablesung: In[p(0,35 +/05re,7,831 1831 )-&zn ]=1176-12472 
® Berechnung: in[pr- +  ;&g .827.&1)- 837 ]=0,33550 +1166019 (®& Berechnung: In[p_0,35 +105; &7,&;7. &7)-&,]117503-1246819 


vergleich mit Beispiel 1,Bild Tund 2: 
aus3 Bd) pr/& re 6m = 066629 +i139209 1 2=0,83666) 
ZPr-K + AS .62716,7)7079637+1166499 


Aus 1’) Pr-A6+iQ.e,,e,e,)=0,79637+1166499 025 19 


er) an 
1428571 >=} 
ee 
I S&S 
PZ 
7 
Fo 
PZ 
= 
—z 
Fu 


cal, ce, 
d-d-0. 


Die $-Funktion mit reellen e,, e, e, (Fall A) findet sowohl eine Darstellung auf den Kurven 
eines Kegelschnittbüschels mit zwei reellen und zwei konjugiert komplexen Grundpunkten als 
auch auf denen eines Kegelschnittbüschels mit vier reellen Grundpunkten. Gilt für das gegebene 
Wertetripel e, > & > e;, so gehört dazu ein k&r mit 0 <k&ı < 1. Es ergibt sich eine Darstellung 
auf einem Kegelschnittbüschel mit zwei reellen und zwei konjugiert komplexen Grundpunkten. 
Die Bilder 1 und 2 zeigen zwei Nomogramme?°) mit O< kfı< 1, Bild 1 mit parallelen Skalen 
für u und v und Ellipsen als Trägern der Skalen für z und y, Bild 2 mit aufeinander senkrechten 
Skalen für u und v und Hyperbeln als Trägern der Skalen für x und y (Fall Aa). 


5) Zur Wahl der Formgebungskonstanten s. [2]. 


BLSELDI-1B99U0-=1 0-1 5" Biszesir +sgbydju :Bunupessg GE) BUIELDI-1899L64 9-1 5 bischı + sg0,dpı ‚unuyasagQl) 


2. aesbr-agek[d-1 "6" B'gchisrondju ;Bunsargy 6E) 0nb1-s92b-[-(B B'szzstı +sab)dju :Bunsagy 62) onzbr- ssub=[5 -6'B’sebrrsso,dju Bunsargy @L) 

2 ’ EL 1202720772.20 ER nf (08626b1-900* 'gib-<o 'ogszebı+g00=a :aram enoueg) 10864601- 9ob=® 'Eib-=e s6Lsbı +900=:21.M anou29) 
ee em 80a (seısmo'yo="4 5 pıg sm gib-=® (skysmo 'yo=4 5 pug sn 
Ar 5 0l-=5 "902-5 De vensb-=5 '199916--5 :Oridseg Lensb-=5 19g8Lk-=B:Dierdsıag 
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Durch Umnumerierung der e; gewinnt man aus k& 1 zwei weitere Werte k&ır und kun. Davon 
ist stets einer größer als Eins und einer kleiner als Null. In beiden Fällen gelangt man zu einem 
Kegelschnittbüschel mit vier reellen Grundpunkten. Das Nomogramm für die Funktion 


v=-l[ppm) —&n]l mit Ku>l 
erlaubt gleichzeitig die Ablesung der Funktion 


w = In [H(zp. m) — ein] mit ku<0, 
wobei zu $(zpım) die Werte &;1r, zu Plzpır) die Werte e;ır gehören, so daß 
em — a ynann om - em, Fe rlinn 2 
Als Beziehung zwischen den Skalenpunkten ergibt sich 


Tom — Yon; Yın = — po - 


Bild 3 zeigt ein Nomogramm für kön > 1 (Fall Ab). Zwischen den Skalenträgern für x und y 
in Bild 3 und denjenigen der Bilder 1 und 2 besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung, die 
durch k&ı = Kan gegeben ist. Jedoch drängen sich in einem Nomogramm des Typus Bild 3 die 

 x-Skalen, die zu den Werten k&ı < 0,5, also kgır > 2 gehören, so dicht zusammen, und die y- 
Skalen haben einen so großen Platzbedarf, daß ihre Einzeichnung nicht erfolgen kann. Diese 

. Nomogramme sind demnach besonders für Werte von k&ı nahe bei Eins geeignet. Bild 3 enthält 

Skalen für das Intervall 0,5 < köı < 0,998. Die Bilder 1, 2 und 3 ergänzen sich daher wechsel- 

seitig. Für eine Reihe von Werten k&ı sind Ablesungen in beiden Bildern möglich. Jedoch hat 

man bei einem Vergleich die Relation (3,4) zu beachten. Außerdem tritt wegen (3,1) beim Über- 
gang von khı zu k&rr nicht nur eine Umnumerierung der Werte e; ein, sondern diese multiplizieren 
sich auch noch mit A = kgı. 

Im Falle B soll zur Kennzeichnung der Kurven des Kegelschnittbüschels die Größe 


1 3 


2 — De 

ee ee 
benutzt werden, solange (3,1) erfüllt ist. In diesem Falle ist O0 < k& < 1. Stetsist 4,>0. Bild 4 
zeigt ein solches Nomogramm. — In den Bildern 1—4 tragen die Skalen für x, y und v eine ab- 


zählbar unendliche Mannigfaltigkeit von Beschriftungsziffern, die im allgemeinen positive und 
negative Werte annehmen können; es ist jeweils nur eine einzige angeschrieben. Soweit nur posi- 
tive oder nur negative Werte möglich sind, ist das durch Vorsetzen eines Zeichens + oder — in 
der Skalenbeschriftung angegeben. Dies gilt auch für Bild 6. (S. hierzu auch 6.) 


4. Kurven zur Ermittlung der Werte %$, A-und ea zu gegebenen ga, 93 


Tabelle 1 gibt für A, < 0,0 < kr < leeine Übersicht über die Zuordnung der reellen Werte 
e), € €, sowie der Invarianten 9, 9; zu den Werten k&ı an. Analoge Tabellen lassen sich für die 
beiden zu A, > 0 gehörigen Fälle aufstellen. Die zum Fall Ab gehörige Tabelle mit den Werten e;rr 
ergibt sich aus Tabelle 1, indem die dort angeschriebenen Werte e; = &1 mit kgı multipliziert und 
anschließend so umnumeriert werden, daß esır > e&ım > Esn- 


Tabelle 1 
kpı a) eı @) @ &) € «) und P) &) 93 

) | 8 ra EM -E | 9, PB) —9 
0,1 0,9 2,11111 —0,88889 —1,22222 13,48148 9,17421 
0,2 | 0,8 1,3 —0,5 —l 0 3,0 

0,3 0,7 1,23657 —0,29096 —0,94561 5,01588 1,36088 
0,4 0,6 1,08866 —0,13608 —0,95258 4,22220 0,56449 
0,5 0,5 1 0 —l 4,0 0 


Sind e,, €, €, nicht explizit bekannt, sondern die Invarianten 9,, 9, gegeben, so lassen sich 
diesen im Falle A je nach der gedachten Numerierung der e; drei verschiedene Werte k& mit 
Dee kn >1, körı < 0, im FalleB unter der Zusatzbedingung (3,1) ein kKmit O< kg < 1 
zuordnen. Die Ermittlung der Werte k&ı, khrr, k& und des Graduierungsfaktors kann graphisch 
mit Hilfe der Bilder 5 erfolgen. In den Bildern 5Aa und 5B sind auch die Kurven } = const ein- 
getragen, und es ist der zugehörige Graduierungsfaktor 1/VA und der Wert InA (8. (3,4)) angeschrie- 
ben. Bild 5 Aa kann man auch für den Fall Ab benutzen, wenn man die zugehörigen Werte A 
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Der Punkt © trägt 
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Beispiele: (ptz:9,,9,)=%48,) 

n 

Ablesung: e*-2,54-i2,015 
Berechnung: e%-2,53132-i2,01950 
(@) Ablesung: e*=1,58-/1,45 
Berechnung: e”=1,59450-i144654 


(@)Ablesung: e=238-i3,220 
Berechnung: e*=2,38022-i322990 _ 
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u (Pn) bedeutet Bild m, Ablesebeispiel n 
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e=0,146-10,203 
e%0,14786-10,20065 


w=InG, 6=e” 


Ü 07975,05-15 
do ; %=10 
6) Ei 0 
dr ‘ d,=10 
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A AR, Be 3 u es 
mit kg multipliziert. Hat man z. B. in Bild 1 oder 2 eine Ablesung für die angeschriebenen 
2.0, 5 gehört: hierzu — 1. Die analoge Ablesung in Bild 3ist dann für die mit dem Graduierungs- 


an ; 3 ERW. 
faktor 1/Vkgr multiplizierten Argumente vorzunehmen, und es ist zu beachten, daß ef = kpı & 
(s. 3.). ist aus der Tabelle 1 und den analogen Tabellen für 4, >0 entstanden. ZuR=1ge- 
gehört das in der Tabelle angeschriebene Wertepaar 939 930- Die zu den übrigen Punkten einer 
Kurve k& = const°) gehörigen Wertepaare g,, 93 berechnen sich aus 


e P3 u 22 Io y (3 = A® Iso a m ae m) Bd fee (4,1). 
Der zu einem Wertepaar g,, k} gehörige Wert von e, ergibt sich im Falle B unmittelbar aus (3,6), 
im Falle A aus 

(12.8 
au A 
28= 1—köky I2 > 


Hierfür läßt sich ein Diagramm in Gestalt einer nach k% bezifferten Schar von gewöhnlichen 
Parabeln anlegen. 


SgN &, = — SEN 95 , 20 für KkZ0,5 (42). 


% 


5. Nomogramme zur Ermittlung von p(z; 93, 95) aus In [$(z5 92, 93) — ee] 


Hat man nach 3. und 4. den Wert von (1,1) ermittelt, so gewinnt man hieraus den Wert 
$(z; 9%, 93) selbst mit Hilfe eines Nomogramms füro=s+il=e®., Nach dem in [1], 6. an- 
gegebenen Verfahren erhält man für ein solches Nomogramm die folgenden Skalengleichungen: 


s-Skala: 


=, neh) Htd Be 
I-Skala: 
= 1 3 ae Er ee DE ee 
u-Skala: 
mu BE han BO r 
[s(u) eh, 9:(u) = Re aan : (hd) t+d :,- 2:7 05 
v-Skala: 
Kerr Y=@—a)+d (6,4) 
4 auiee‘ Ga c 2 1 er ee ‚+). 


Bilder 6a und 6b zeigen solche Nomogramme für zwei u-Ablesebereiche?). Alle vier Skalen- 
träger sind Geraden. Die Skalen für s und Zsind parallel. (Nomogramme für zueinander senkrechte 
Skalen für s und ? gewinnt man hieraus durch projektive Transformation.) 


6. Die Mehrdeutigkeit der Ablesungen 


Bei allen Fluchtliniennomogrammen für (1,1) ist die v-Skala nach cos v beschriftet. Dies 
führt bis auf Vielfache von 27 zu einer Doppeldeutigkeit der Ablesungen. Bei Nomogrammen 
mit vier reellen Grundpunkten ist auch die u-Ablesung doppeldeutig. Welcher von zwei mög- 
lichen Werten v, — v bzw. u, — u abzulesen ist, hängt von dem Wert der Argumente x und y ab. 
Die Skalen für x und y tragen eine abzählbar unendliche Folge von Beschriftungsziffern. Hiervon 
sind z. B. bei den Nomogrammen mit vier reellen Grundpunkten im Falle A wegen der Periodizität 
der $-Funktion die folgenden wesentlich verschieden: 
x-Skala: vier wesentlich verschiedene Beschriftungsziffern x, & — x, 3 +2,20, —t, 
y-Skala: zwei wesentlich verschiedene Beschriftungsziffern y, 2|®;| —y. Dabei bedeuten 20% 
20; primitive Perioden der Funktion mit o,/®, =T, r rein imaginär. 

Bej den Nomogrammen mit zwei reellen Grundpunkten tragen sowohl die x- als auch die 
y-Skalen zwei wesentlich verschiedene Beschriftungsziffern x, 2», — x bzw. y, 2|o;| —y. Mit 
Hilfe der Beziehungen 


BE + o)— &% = 1/(ple) — 6) für %—279%>0 (Fall Ab und B), 
BP + ©) — & = 1/(h(z) — &,) für R—-A7E<O (FallB), 


1 y2 - ’9 2‘ ’ ‚ 
92 9) — ++ — 9 9: I 2 9_ 


4 (6 + 9)? 3 66% (Fälle Aa, Ab, B), 


(9, 8-, #’, kL vgl. bei (2,1), (2,2)) 


6) Im Falle B (Bilder 4 und 5. B) beziehen sich die angeschriebenen Werte kb stets auf} = 1. 
?) Über Nomogramme, die für andere Ablesebereiche günstig sind vgl. [3] u. [4]. 


Tabelle? ER er 


n x-Intervall | y-intervall | urAblesung. | 


PZ 


v-Ablesung 


p?= x & Eu 


p r &,&3 


&) und ß) 
Y =x<o, 0 <y<io;l 
IwI<y <21@;| 
Drehen %) und d) n 

IN x < 20, 0<y<Iio;l 
Io;l< y <2lozl 


&) und ß) 


z | Iw;1< Yy Aanl u<0 
u Hasl y <2lol | u>0 ? 
ä x) und d) — z) 5 
ir AFz 5 <3l@al 
2 Seal< y <2layl 


Sehlußbemerkung 


Auf Grund der vorstehenden Untersuchungen werden in dasin [2] genannte Nomogramm- 
_ werk auch die zur Ermittlung der Fumktionswerte der $-Funktion erforderlichen Nomogramm- 
blätter aufgenommen. 


j In den meisten Bildern der vorstehenden Arbeit sind Ablesebeispiele eingetragen und zum 
Vergleich die mit Hilfe einer Tafel errechneten Funktionswerte angegeben. Die hier erreichte 
Ablesegenauigkeit läßt sich für das Nomogrammwerk durch Darstellung in großem Maßstab 
sowie zeichen- und reproduktionstechnische Maßnahmen noch beträchtlich steigern. 


Frau Stud. Ass. E. Haupt danke ich für die Unterstützung bei den vorstehenden theoreti- 
schen Untersuchungen sowie bei der Berechnung und Konstruktion aller Bilder. 


- Zu den vorstehenden Untersuchungen erforderliche elektronische Rechnungen konnten 
durch das freundliche Entgegenkommen der IBM ausgeführt werden. 
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Ein Variationsprinzip in der Hydrodynamik 
Von D. RÜDIGER 


Pr a nr = E n% Wars 

Es wird ein Variationsprinzip aufgestellt, das der dritten Randwertaufgabe der linearisierten N av 
Sto Ka sanAan Differentialgleichungen für stationäre Bewegungen äquivalent ist. Dabei ist an die benach- g 
barten Geschwindigkeitsfelder nur die Forderung zu stellen, daß die Kontinuitätsgleichung erfüllt wird. 


variational principle is established which is equivalent to the third boundary-value problem of the 
Tindarid Navi PER an differential equations for stationary flow. The only conditions to be fulfilled is 
that the adjacent velocity fields satisfy the continuity equation. 

B pa6ore ycramaBıımBaerchn BApMauMOHHBIa TIPMHIMIT, PABHOCHABHBIH Tpereii kpaeBoä 
sanaye un IMHeapmaupoBauHoro AuhhepenummansHoro ypasHenun HaBbe-CToKca, ONHChI- 
BAIOINETO YCTAHOBUBLIEECH ABILKEHHE. OT Coce1HHX oAIeh cROpocTeä Tpeöyerca JIMUL, YTOÖbI 
OHM YAOBAIETBOPSIIH YPaABHEHNIO HEIPePbIBHOCTH. 


1. Einleitung 


Im folgenden soll ein Variationsprinzip für alle die stationären Bewegungsvorgänge reiben- 
der und inkompressibler Flüssigkeiten aufgestellt werden, bei denen die „nichtlinearen“ Beschleu- 
nigungskräfte gegenüber den Reibungskräften vernachlässigt werden können. Das Ziel ist dabei, 
das einer allgemeinen Randwertaufgabe äquivalente Variationsprinzip so zu finden, daß die zum 
Vergleich zugelassenen Funktionen in allen Randpunkten eines von Flüssigkeit erfüllten Raum- 
teiles beliebige Werte annehmen dürfen. Dann ist es nämlich möglich, mit willkürlichen Parti- 
kularlösungen der linearisierten NAVIER-SToRzsschen Differentialgleichungen die TREFFTZsche 
Methode!) der Entwicklung nach partikulären Lösungen anzuwenden. 

Zur Ableitung des Variationsprinzips wird die Darstellung der Grundgleichungen in allge- 
meinen Koordinaten 


ol, +ob=0 NE + a 
Ar — per +on (Ar + er) in x... Zi 
vl; = 0°. SWRER  ee (1,) 


verwendet. Hierin sind o*“, 9%“, v* und b? die kontravarianten Koordinaten des Spannungstensors, 
des Maßtensors, des Geschwindigkeitsvektors und des Vektors der Massenkraft. Der Druck, die 
Dichte und die dynamische Zähigkeit sind durch p, oe und n gekennzeichnet. Der senkrechte 
Strich gibt die ko- bzw. kontravariante Differentiation an. Sind n; die kovarianten Koordinaten 
des Normalenvektors der Oberfläche F des Bereiches, dann ist ihr Spannungsvektor durch 


a 1 Ein 
festgelegt?). 


2. Variationsprinzip 
Ein mit Flüssigkeit erfüllter Bereich R unterliegt der Massenkraft X, x2, x°) und ist 
artayr TE 
Randbedingungen derart unterworfen, daß auf den Teilflächen G, G, G die Flächenkräfte aB®e 
1 2 3 


und auf den Teilflächen G, G, G die Geschwindigkeiten D!, D2, D3 vorgegeben sind. Es ist dann 
4 “ I „ 3 8 
G+G=F, G+G=F, G+G=F. 


‘) E. TREFFTZ, Ein Gegenstück zum Ritzschen Verfahren, Verh. 2. Intern. Koner. £. 
Zürich 1926, 8. 131. en: 
9 A 2 F . . r . 
®) a’, a, a’, ae (A, u,v,o = 1,2,3) sind allgemeine Koordinaten. Es gilt das Summationsübereinkommen 
=. 
ZAB=4A'B. 


i—=1 


Mit den CHRISTOFFELschen Dreiindizessymbolen zweiter Art 


og“ v gie 1 ws sı- go» Ro; Ru 


> 


" [j 
“\ 8a’ ex" 0x° 
lauten die ko- und kontravarianten Differentiationen 
f x 
; öv“ : 80” 
a A ‚o Au. 2..9 a7} 
ER Touv“, Re Toro" + TR ?, er ,g®. 
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> Zur Formulierung des Variationsprinzips wird aus den Gleichgewichtsbedingungen (1,) und 
_ einem virtuellen Geschwindigkeitsfeld 60%, für das die Kontinuitätsgleichung 


EEE Fa 7 Ge ee (3) 
gelten möge, die verschwindende Leistung 
ö5N = — ffir, Heb)v,dV=0 .......2... (4,) 
R 


o*#|, dv, — (0** öv,)|, — 0*# Öv,l; 


_ ein, dann ergibt sich 


öN = ff for öv,\,dV— [Sfr v)adV— Sffeöv,dV=0..... (4). 
R R R 


Für den Integranden des ersten Volumenintegrals kann mit (1,), (3) und (1,) 
or ö0,|, = Ip gr + om(Äl* + ve)] dv,la = — p Övfla + omwlr öv,|a + v*? 6v,|2) 


1 1 
= z ölen(Ar + vu) oJ] =; dot v,)) 


? geschrieben werden. Beachtet man noch die wegen (1,) gültige Beziehung 


4 


E_ or v,, = (or v,)a +obev,, 
& so folgt schließlich 


o** öv,, = = ö[(o** v,),; + ob*v,]. 


Für die Leistung öN erhält man damit 


IN = | j [ or" v,)\ dV + 5 | | F öfb« v,) dV — 
ER R 
[fer wsav—e [| fr UV = 0. Maren 5,). 
R R 


Die Anwendung des Gaussschen Integralsatzes 
SSS Oh dV = SS On.d 
R F 


auf das erste und dritte Volumenintegral in (5,) liefert 


IN = [je v,) n, dj Tr s [fe D,) N 
F 


= 


[form nd |||" ee A 5.). 
za En 


Mit dem Spannungsvektor (2) ergibt sich schließlich 


öN = = 1 ölte v,) df + 5 IIEG v,)dV — 
E R 


F* 


 [frona—e | [fr nav = ee (5,). 
F R 


Führt man hierin die Identitäten 
Aö0, = Ro) — Öl, Pour ) ei abe 


ein, dann erhält man zunächst . 
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und nach Zusammenfassung 


3 [farwa A6a ee den: 
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+ :/ffe- 2b) 0,dV =D, 


woraus das gesuchte Variationsprinzip zu 


Bi: Berje- 2) nd+— je 2) n,d+- je 2P) v,df — En 
E fen wat (anna fem-ana + : 
4 £ 


Fr o7 al (b} — 2 b#) v,dV= Extrem. Ku a SE an (6) 
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folgt. Es besagt, daß von allen möglichen Geschwindigkeitsfeldern eines Bereiches R, die auf 

- dessen Oberfläche F beliebige Werte haben können, dasjenige eintritt, das den Ausdruck (6) zu 

einem Extremum werden läßt. Man kann also zur numerischen Darstellung der Lösung v*(2}, 22, 

- x?) einer beliebig vorgegebenen Randwertaufgabe der linearisierten NAvIER-Stokgsschen Glei- 
chung für stationäre Bewegungen im Sinne von W. Rırz einen Ansatz 


n nyv m RR 
Bey, Deykan.... one: (7) 
machen. Die Funktionen 9 müssen dabei die Kontinuitätsgleichungen 
Pl = 


erfüllen und sind zusammen mit den Funktionen 7 so allgemein auszuwählen, daß bei hinreichend 
großen n, m und passend gewählten Koeffizienten €, k die Lösung des vorgegebenen Randwert- 
problems mit beliebiger Genauigkeit dargestellt werden kann. 
- Mit dem Ansatz (7,) erhält man für den Spannungstensor, den Spannungsvektor und die 
Massenkraft 
BR Der v 
or — — gen air + en Zeiger Se We FE (2) 
* IR hr nv v 
ron, =—m#YkatonYel In + gel) n, Da Se en (73), 
”=1 »=1 


vn ir DE a BE a Er a a lin u a A 5 hie a 


dem Extremum möglichst nahe kommt. Die Bedingungsgleichungen für d 


tremwertes lauten nu j 


N N = 0 "belhdııtıh Bar 


ee ak 
und haben die GALERKINsche Form. 


Um eine andere Form des Extremalprinzips (6) zu erhalten, wird hen: die N 
enthaltende Volumenintegral mittels der Identität 


ob* v, = oA vl —lo** vu)la 


[fen sfffeens [Neme 


ersetzt. Die Anwendung des Gaussschen Integralsatzes auf das zweite Integral der rechten S 
liefert bei Beachtung von (2) 


ae a Eee 3 La 


en So. I Er: | 
und daraus folgt mit =G+G F=G+Gund F=G + G die Beziehung 


3 [Je r=3 (rer [frau [era [fera- F 
R BR R 2 2 j 
— le 1 femahffena a (10). 


Wird (10) in (6) eingesetzt, so erhält man das En in der Form 


= [fernen a | [r..av - [rau - [ [era | [Prar- | 
R PB a - 2 
ze: (v, —D,) He (v —d,) di — Here df = Extrem. .. (iM). 


Das Volumenintegral 
| I(* olhaV. 20. a 


R 


zunächst durch 


Sillıe 


all“ 
lies 


| — 


ist dabei die bei der stationä 


| ären Strömung im betrachteten Bereich in der Zeiteinheit verrichtete 
Deformationsarbeit. 


Das Variationsprinzip (11) bringt also zum Ausdruck, daß die Differenz 
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E N Zeiteinheit Serichletenl Deformationsarbeit (12) und die auf die Zeiteinheit bezogene 
ei 


elffbn av a ae 
7 
"fen m df Er df BEER df 


der Massen- En enkrirte einen ee annimmt. ee der aus (10) folgenden 
Identität 


i N 


G 
te//fpn, neffends end (en 


e 
_ kann das Extremalprinzip auch er 


Sal 
5 R 
4 ll ana [fe-ona- [fen df — 


ae u- ([en0— [fer v, df = Extrem. i RE N (13) 


3. Verfahren von Trefftz 
Beim TREFFTZschen Verfahren wird der Ansatz 


BAR Alm 


Alle 
Alle 


dargestellt werden. 


IR n di vv 
= ct g ’ p=2en 
v=1 
verwendet, wobei die Funktionen @%, x Partikularlösungen der homogenen Grundgleichnngen (1) 
sind und entsprechend dem Variationsprinzip (6) auf der Oberfläche beliebige Werte annehmen 


können. Bildet man mit (14) die Koordinaten des Spannungstensors 0** und des Spannungs- 
nn 
vektors f’, so ergeben sich mit 


re u 7A "ula 
= — ng + onler + 9) 
und 
v v 
T— gen, 
die Beziehungen 

r 


ru re DAL, ; = 28 7 


v=1 


Da voraussetzungsgemäß die Fnnktionen 7 rc Partikularlösungen der homogenen Grund- 
gleichungen (1) sind, ist 


an = 
ss, er 


Die Konstanten € =1,2,...,n) des Ansatzes (14) sind nun so zu bestimmen, daß der Ausdruck 


8-4 [Beau ee 
[fo 1_an) 1, [fe6 m, na [je Be 


- Ale 


- ([fes.ar 
R 


Alle 
Alles 
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einen Extremwert annimmt. Als Bestimmungsgleichungen erhält man 


\ 2 = # 1 v EI zw j; 
2 03 [eis tn rang | ehr EnaAna 
2 
G 


0C 


IK D, + Bon —2P 9) dj = 


a 
v|- 
Aa —, Ar 


v n v „= 
—; [fen +34 2a; [[eB+ nenn 
1 2 
Ci (7) 
; [fen +Ba ana [| [rar W=1,2,...,n) (16). 
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Zur Dynamik des Preßlufthammers”) 


Von H. NEUBER 


Für die Berechnung der Bewegungsvorgänge in Preßlufthämmern wird ein Vier-Massen-System als 
dynamisches Modell eingeführt, bestehend aus: Hammergehäuse, Kolben, Meißel und Handgriff. Es sind 
zwei periodische Stoßvorgänge zu berücksichtigen: 1. Kolben gegen Meißel, 2. Hammerkörper gegen Meipßel 
(Meißelbund). Dämpfungen werden vernachlässigt. Ausgehend von einer Fourier-Entwicklung der Luft- 
druck-Zeit-Funktion wird eine Theorie aufgestellt, welche die exakten Weg-Zeit-Funktionen der Massen 
liefert. Der beruhigende Einfluß einer zusätzlichen Abfederung des Handgriffs wird an einigen Spezial- 
fällen, sowie im allgemeinen Fall diskutiert. 


In order to solve the dynamical problem of pneumatic hammers a system of four masses is introduced as a 
dynamical model, consisting of: Hammer-body, piston, chisel and handle. There are to be respected two 
periodical impact-effects: 1. Piston against chisel, 2. hammerbody against chisel (chisel-shoulder). Damping 
effects are neglected. Starting from a Fourier series of the air pressure-time function a theory is established, 
which gwes the exact velocily-time functions of the masses in an explicite form. The calming down influence 


of an additional spring between handle and hammer-body is discussed in some special cases and also in the 
general case. 


‚List ycTaHoBJIeHus 3aKOHA MNBMSREHUA B IIHEBMATHYECKOM MOJIOTKE B KAYECTBE IHHAMIYe- 
CROH MONEJIU BBONUTCH CMHCTEMA YETbIPeX Macc, A UMEHHO:! KOPIYC MOJAIOTKA, HOPIIEHB, Pezen, 
pyura. PaccmaTpuBamTca ABA IpemoNuyeckux Tponecca: 1. TOPUICHB TOAKAET pezen, 2. KOPIYC 
MOJIOTKA TOJIKAET Pe3ell. JATYXaHHe He YUYUTbIBAaeTca. Mexonn u3 pası1oskenna Bpan DVYPbE 
PyHKIMM, BbIparKamımei 3ABUCHMOCTB MABJIeHUA OT BPeMeHN, YCTAHABAIMBACTCH TEeOpun, 
KOTOpaA NaeT TOYHbIH 3AaKOH ABIGKeHNUA MaccC B 3ABHCHMOCTH OT BpeMeHum. B HEKOTOPBIX 


YACTHLIX, A TAK5KE B OÖIIEM C/Tyyae PaccMmaTpuBaeTtcH 3aTyXaHlue, BbBI3BAHHOE NONOAHHTENIBHON 
IPy>RUHOÜ MeKay PyYKOü I KOPITycoM. 


1. Einführung 


Die bisher zur Klärung der Bewegungsvorgänge in Preßlufthämmern unternommenen 
wissenschaftlichen Untersuchungen sind sehr spärlich. In einer Arbeit von J. PERTHEN: („Die 
Probleme am Preßluft- und Explosionshammer“, Dissertation Dresden 1937), welche auch eine 
ausführliche Literaturübersicht enthält, wird über Messungen des Druckverlaufes im Zylinder 
berichtet. In theoretischer Hinsicht liegen nur Näherungsrechnungen von J. MAERCKS vor 
(Bergbaumechanik 3. Auflage, Springer Verlag 1950, ferner ‚‚Glückauf“ 1927, S. 12—19), welche 
starke Vernachlässigungen enthalten. 

In vorliegender Arbeit wird auf Grund der Tatsache, daß der Vorgang seinem wesentlichen 
Charakter nach periodisch ist, mit Hilfe eines Viermassensystems als Gedankenmodell eine 
Berechnungsmethode angegeben, welche den dynamischen und kinematischen Bedingungen 
des Problems gerecht wird. Die vier, in relativer Translationsbewegung zueinander befindlichen 
Massen sind: Hammerkörper, Kolben, Meißel und Handgriff (durch Berücksichtigung einer 
Abfederung des Handgriffes wird auch die Möglichkeit einer Rückstoßminderung in Betracht 


*) Vortrag, gehalten auf der wissenschaftlichen Jahrestagung 1960 der GAMM in Freiberg/Sa. 


2 


2; Hier as 
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gezogen). Die üben astenerhränie wirkende Beithdische Kraft des Luftdruckes wird als Fri ' 
Reihe eingeführt. Die Bewegungsgleichungen des Systems liefern dann für die Koordinaten der 
einzelnen Massen außer linearen und quadratischen Gliedern ebenfalls Fourier-Reihen, wobei 


_ zwei Stoßvorgänge zu berücksichtigen sind: 1) Stoß Kolben auf Meißel, 2) Stoß Hammerkörper 
‚auf Meißelbund. Die zugehörigen beiden Zeitpunkte sind Sprungstellen der Geschwindigkeits- 
‚funktionen von Kolben bzw. Hammerkörper; zur Formulierung der entsprechenden Bedingungen 
‚werden Stoßzahlen verwendet. Die Ergebnisse werden anhand von Zehlenbeispielen. und Dia- 

_ grammen diskutiert. : : 2 


eh 2. ae neuer Ausgangsgleichungen 


z E Bei Auffassung des Hammers als mechanisches System müssen folgende Massen unter- 
schieden werden (Bilder 1—3): 


m, Masse des Handgriffes und der unmittelbar mit ihm starr verbundenen Teile 
my Masse des Hammers ohne Hand- 
griff, Kolben und Meißel 
ma Masse des Kolbens 
m, Masse des Meißels 


Die Unterteilung des Hammers in 
_ Handgriff und eigentlichen Hammer- 
. körper war erforderlich, um den Einbau 
einer Zusatzfeder berücksichtigen zu kön- 
& nen. Betrachtet man die beim Hinweg 
(Bild 2) des Kolbens wirkenden Kräfte, 
so wird auf die Masse m, durch den Gas- 
} druck die gleiche aber entgegengesetzt 
gerichtete Kraft ausgeübt wie auf die 
 Kolbenmasse m;. Beim Rückweg (Bild 3) 
dagegen wirkt der Gasdruck mit einer | 
bestimmten Kraft auf die andere Seite Bild 1—3. Aufbau und Wirkungsweise des Preßlufthammers 
des Kolbens; die zugehörige Reaktions- 
kraft wirkt in entgegengesetzter Richtung, also im Sinne der Arbeitsweise des Hammers auf 
den Meißelquerschnitt und den Ringquerschnitt des Zylinderverschlusses und damit auch auf 
_ den Hammer. Es ist also hierbei die auf den Hammer wirkende Kraft kleiner als die Kolbenkraft. 


r 


I 


< 
F 
A 


Bild 4. Dynamisches Schema für das Kräftespiel im Preßlufthammer 


Das mechanische Modell des Vorganges entspricht dem in Bild 4 dargestellten Sachverhalt. 
“ Die beiden Massen m, und m, des Hammers sind durch eine linear-elastische Feder (Feder- 
konstante c) miteinander verbunden; dabei tritt u.a. die Frage auf, ob bei einer bestimmten 
Wahl dieser Federkonstanten eine Abminderung des Rückstoßes ohne Verminderung des Wirkungs- 
grades des Hammers erzielt werden kann. Die von Hand ausgeübte Kraft ist mit P,, die vom 
Gasdruck auf m, ausgeübte Kraft mit P, gekennzeichnet. Die Kolbenmasse m, unterliegt einer 
Druckkraft P,, welche beim Hinweg des Kolbens mit P, übereinstimmen würde, wenn die auf die 
andere Kolbenseite wirkende Kraft, welche mit dem Ausströmungsvorgang der dort befindlichen 
Luft in Zusammenhang steht, und die Wandreibung vernachlässigt werden. Im Augenblick des 
Aufprallens auf den Meißel kommt ferner eine momentane Stoßkraft hinzu, die in Bild 4 gestrichelt 
angedeutet ist. Der Bewegungsvorgang des Kolbens muß daher in zwei Abschnitten gerechnet 
werden, wobei für die Geschwindigkeiten vor und nach dem Stoß der Impulssatz zur Anwendung 
kommt. Nimmt man nun einen bestimmten Verlauf der Kraft P, als vorgegeben an, so ergibt 
sich daraus zugleich der zeitliche Ablauf der Kraft P, und damit die Kolbenbewegung beim 
Kolbenhinweg. Beim Rückweg des Kolbens ist P, dem Absolutbetrage nach schon deshalb 
_ sicher kleiner als der Absolutwert von P,, da die Ringfläche des Zylinderverschlusses wesent- 


H. Nevser, Zur Dynamik des Preßlufthammers 


74 


lich kleiner ist als die Kolbenfläche. Wird noch eine geschwindigkeitsproportionale Dämpfung 

(Konstante 9,) angenommen, so ergeben sich folgende Bewegungsgleichungen: 

my au + DA (£, —5,) + C (x, — 2%) = P, a m ala .n 2 Vers (1), 

mitt) tea — LH) = — Pod) are a Tuer (2). 

Zur Integration muß der zeitliche Ablauf von. P, vorgegeben sein. Es ist hierbei eine 

Funktion zu wählen, welche die Periodizitätsbedingung des Bewegungsvorganges erfüllt. Wird 

die Dauer einer Schlagperiode (,‚Schwingungsdauer“) mit 7 bezeichnet, so läßt sich die Funktion 

P, durch trigonometrische Funktionen darstellen, deren Argumente ganze Vielfache von 

p=wt sind. Die hierbei auftretende Kreisfrequenz @ steht infolge der Periode 2 der tri- 
gonometrischen Funktionen mit der Schwingungsdauer in dem bekannten Zusammenhang: 


2n t 
= —: Be D— Z u ee 3 
er ol=p 2n- (3) 


Der einfachste Ansatz, der der Periodizität Rechnung trägt und zugleich die Abnahme des 
Absolutbetrages von P, beim Kolbenrücklauf berücksichtigt, läßt sich folgendermaßen dar- 
stellen (bei Herleitung der strengen Lösung in Abschnitt 13 wird eine allgemeinere Formulierung 
benutzt): 

P,=D,+ E,cosp + F,cos (29) ne ga ar Bar (4). 


| Kolbenschlog 


Kolbenschlag Bewegungsrichtung 


Bild 5. Kräfteverlauf für die Näherungslösung (schwimmender Hammer mit optimaler Zusatzfederung) 


Bei einer entsprechenden Wahl der Konstanten D,, E, und F, ergibt sich hiermit z. B. der 
in Bild 5 ersichtliche Kraftverlauf. Bei anderen Werten von E, und F, lassen sich beliebig 
steile Kurvenzüge darstellen. Beim kontinuierlichen Schwingungsvorgang, auf den es für die 
technische Anwendung besonders ankommt, wird die Kraftfunktion P, ebenfalls eine periodische 
Funktion von der Art des Ansatzes (4) darstellen, so daß gesetzt werden kann: 


P,=D, +Eceosp +F,cos@o) 2 as ee ee 
Addiert man zunächst die Gl. (1) und (2), so erhält man unter Berücksichtigung der Gl. (4) und 65): 
mi +m%=D,—D + (ER —E)cosp+ (FR, —F,)cos(20) . .. .(6). 
Hieraus ergibt sich nach Integration die Beziehung: 
D I ; 5} ı—F 
ma +mı,—=- ARE; 2 17 E: cos p a2 cs2gQ)+Gi+H.. (7). 
Dividiert man andererseits Gl. (1) durch m, und Gl. (2) durch my so ergibt sich nach Subtraktion 


beider Gleichungen 


| u rue. v8 
%G—- 2%)" +09 - + — | (x ee Ir h 
( er f =) ne 5 E rg m) (ü — 7) 


1 
Mei, [= Dım, — D,m, — (E,m, + E,m,) cos 9 —(Fım; + F,zm,) cos (29)] (8). 


Die Integration liefert bei Vernachlässigung der Dämpfung (9, = 0): 


r») Al 2, 
men -—-Q Be |_ Em +Em FR,m; +F,m, 
(m, + m,) c m, my PETER: ri Pe je 6 ya (2%) 


+Ksin(at—y). (9) 
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Hierbei ist 


die Eigenfrequenz des Systems m,, m,, c. Die Größen G, H und K, sowie der Phasenwinkel 
sind vier Integrationskonstante, die sich bei der Integration des Systems der beiden gekoppelten 


 Differentialgleichungen (1) und (2) ergeben. Die Auflösung der Gln. (7) und (9) nach x, und x, 


ergibt: 
%& =Aı + B,cosp + C,c0s (29) +M,P +N,t+Q,sinat—y) .. . (il), 
%= A, + B,cosp + C,c0s (29) + M; + N,t+0Q;5in(at—y) .. . (22). 
Die Ausrechnung liefert: | 


Ki al D,m;, + D,m, 
umso, (m, + my)? c m. 
(a ww? 
Bere m Es 
ee Na 
1 (a? — 0?) 9 s (13), 
a2 4 @* 
BRRAELRER Bi 
en ae 
z 4 00? — 4 02) 
az 
"2m, + m,) ’ 
G 
N, — Me: . . . . IE Se er te . . . . (14), 
ee Km, 
- m, + m, 
re En (D,m, + D,m,)m, 
ar nm p een! 
a? o* 
num Basen m E. 
B=-— = z 15) 
2 Bas) B u ae 
a 4 w* 
rt mM; + Mg Br) Mg Fr 
Be; 4 02(o2 — 4 0?) 
mr Yırdı 
mi, Fam.) 
G 
N, = —— a N U ale ee a 
em, (16) 
Km 
re 
0: mus m, 


Für die Bewegung des Kolbens steht eine weitere Gleichgewichtsbeziehung zur Verfügung, 
welche außerhalb des Stoßvorgangs, also während der freien Bewegung des Kolbens im Zylinder 
folgende Form hat: 

Da ea ke a KEN 


Auch hierbei wurde geschwindigkeitsproportionale Dämpfung angenommen (Konstante d,). Die 
Kraft P, ist, wie bereits erwähnt, beim Hinweg des Kolbens etwas kleiner als P,, beim Rück- 
weg dem Absolutbetrage nach größer als der Absolutwert von P,. Da beim Rückweg der Kolben 
vom Meißel reflektiert wird, besteht die Notwendigkeit, eine besondere Annahme über die Art 
des Stoßvorganges einzuführen. Bei besonders hartem Material des Meißelkopfes einerseits und 
des Schlagkolbens andererseits wird sich der Stoßvorgang dem elastischen Stoß nähern. Bei 
längerer Benutzung des Hammers wird jedoch die Elastizität nachlassen, so daß ein mehr oder 
weniger großer Stoßverlust eintritt. Als Gegenmasse kommt außer der Masse des Meißels auch 
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noch ein gewisser Betrag des zu bearbeitenden Materials, z. B. der Kohle, in Betracht, Je nach 
der Härte der Kohle wird man eine größere oder kleinere Gegenmasse bei der Behandlung des 
Stoßvorganges einzusetzen haben. Es ergibt sich also hier in verschiedener Hinsicht die Not- 
wendigkeit, besondere Annahmen einzuführen. 

Zunächst sei eine einfache Näherungslösung angegeben, wobei vereinfachende Annahmen 
über den Stoßvorgang und über den Beginn der Kolbenrückluftbewegung eingeführt werden, 
welche weder kinematische noch dynamische Widersprüche enthalten. Beim Kolbenrücklauf 
würde man bei Benutzung der Funktion (4) für P, zwar eine zu kleine Kraft einsetzen. Macht 
man andererseits die vereinfachende Annahme vollkommener Elastizität mit unendlich großer 
Gegenmasset), so ist damit der durch die zu klein gewählte Kraft begangene erste Fehler teil- 
weise durch den bei der Reflektionsbewegung begangenen zweiten Fehler, welcher. eine zu hohe 
Reflektionsgeschwindigkeit liefert, wieder kompensiert. Im Sinne der zunächst beabsichtigten 
Näherung sei deshalb die Funktion (4) auch für P, benutzt und angenommen, daß der Kolben 
am Meißel eine Geschwindigkeitsumkehrung erfährt. Die mittlere Geschwindigkeit sämtlicher 
Massen während des Schwingungsvorganges (zugleich Geschwindigkeit des Gesamtschwer- 
punktes) sei mit o, bezeichnet. Dann gilt entsprechend dem Stoßgesetz für unendlich große 
Gegenmasse m, mit der Geschwindigkeit vg: 


(&, Fer Du)t=0 = — 7, — Do)t=r er ee (18). 
Mit P, statt P, und 9, = 0 geht Gl. (17) über in - 
Myis= Ds +Escosp +F,wms@Ap) .... 2...» lien 


bzw. nach einmaliger Integration unter Beachtung von Gl. (18) und der Forderung, daß die 
mittlere Geschwindigkeit mit vo, übereinstimmen muß: 


b 1 T Br, 
r an, [[-5)+ nr tan) a ES 
s folgt: 

1:1D, E Ben. 

ante [er tn STAR 


Hierbei ist vorausgesetzt, daß der Kolbenweg von der Stelle {= 0 aus gerechnet wird, d.h. 


(del. Sun a a 
Dadurch wurde über die neu hinzutretende Integrationskonstante bereits verfügt. 


3. Lösung des Problems für den schwimmenden Hammer 
Es sei zunächst die weitere Rechnung für den Sonderfall durchgeführt, daß der Schlag 
auf den Meißel allein vom Schlagkolben ausgeübt wird, während der Hammer selbst nicht auf 
den Meißelbund auftrifft, sondern unmittelbar vorher durch das Druckluftpolster abgefangen 
wird. In diesem Falle arbeitet der Hammer besonders weich und verursacht nur verhältnismäßig 
geringen Rückstoß, so daß dieser Vorgang an sich im Sinne der gestellten Aufgabe liegen würde, 
wenn nicht gleichzeitig durch das Fehlen des Hammerschlages auf den Meißelbund eine Ver- 
minderung der Nutzleistung des Preßlufthammers eintreten würde. Charakteristisch ist für 
diesen Fall der rein periodische Charakter der Funktionen x, und x,. Da der Hammerkörper 
selbst keinem Stoßvorgang unterworfen ist, entfällt bei seiner Bewegungskoordinate x, das 
Glied mit £. Mit Bezug auf Gl. (11) bis (16) gilt in diesem Falle: h 
M,=0; D,=D,; M,=-°I; = = K=0 .....,,@8) 
Gleichzeitig erkennt man aus Gl. (14), daß der Koeffizient des li i 
gs an.aus Gl. 08 es entsprechenden Gliedes bei x 
ebenfalls verschwindet. Daraus folgt, daß die Bewegung der am Oberkörper des 
Arbeiters abgestützten Masse m, ebenfalls rein periodischer Natur ist, so daß 
Dh aber keine Stoßkräfte übertragen werden 
ird wieder die mittlere Geschwindigkeit der Mass it ] 
a Hip g de assen m, und m, mit vo, bezeichnet, so 


2 —ut=—B,(l— 0059) — C,(l—cos(2p))+R, ) 
1 | | 1 
R u F hi pi | 
m, + m, E Di ma + Dam) + a Erna m) | (4) 
ii ei 
" &@_—_4o8 (FRm, + Fym,) | 
2 — WE =— B, (1,0059) — G (leo 2 Oo) (25). 


) Bei Aufst ellune der st r Io 8 10 } schn t € W d St ß V (6) 
u b , > 7 strengen L b 
Elast 1Z1 t ät eineefü hrt 8 osur {=} ın A J8 h 1t 1 3 ır die Oo zahl der un ollk mmenen 
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Bildet man aus Gl. (21) und Gl. (25) die Koordinate %3 — x, der Relativbewegung zwischen 
Kolben und Hammer, so ergibt sich: 


D E F 
Ug — I Fa Meet) Em Es 3.) (1— cos p) ne c) (1 — cos (2.9)) (26) 


Durch Differenzieren folgt für die Relativgeschwindigkeit zwischen Kolben und Hammer der 
Ausdruck: 


aa ltr B) ing +20 F + G)sin @9) 127). 


Mg IM; @* 4m, ©® 


Sobald der Kolben relativ zum Hammer den Hub s zurückgelegt hat, wird die Relativgeschwindig- 
keit gleich Null. Man erkennt aus Gl. (27), daß in diesem Falle die verstrichene Zeit t, gleich 
der halben Schwingungsdauer wird: 


a ea TE 


Durch Einsetzen dieses Zeitwertes in Gl. (26) ergibt sich der Hub: 
2 Pa BEN), 


2 : 
_ D,®” 2E, 
2 

8m, mo 


bzw. 


ee A re 


Nach Umrechnen der Schwingungsdauer in die Frequenz entsprechend der Definitionsgleichung 
(9) ergibt sich aus (30) eine Beziehung, welche bei gegebener Hublänge die Frequenz liefert. 
Es folgt: 


.„_ 1 9 2 
s@ Bun 3Dı: 25, ET IR u ee ee 


Die so gefundene Lösung soll an Hand von zwei Sonderfällen untersucht werden, wobei der 
erste sich auf die optimale Federkonstante bezieht, während der zweite eine Vergleichsrechnung 
für einen gleich schweren Hammer ohne Federeinbau darstellt. 


4. Lösung für den schwimmenden Hammer mit optimaler Zusatzfederung 


Betrachtet man Gl. (24), so erkennt man, daß diejenige Ausführung des zusatzgefederten 
Hammers am günstigsten sein wird, bei welcher der Handgriff eine gleichmäßige Vorwärts- 
bewegung ausführt. Diese Bedingung ist offenbar erfüllt, wenn die Koeffizienten .B, und C, 
verschwinden, bzw. wenn die Bedingungen [vgl. (15)] 


R 
1) Me 0, [i er N a) 
erfüllt sind. Die Elimination der Federkonstanten aus beiden Gleichungen führt auf eine Be- 
ziehung für die in der Kraftfunktion P, auftretende Koeffizienten; sie lautet: 

B,: Fi 


ER, 


3—4 ee ie) 
Da die Kraft P, vom Arbeiter ausgeübt wird, erkennt man, daß es eine bestimmte Art der Druck- 
ausübung bei der Hammerbedienung gibt, für welche der Handgriff besonders ruhig bleibt. Es 
ist ersichtlich, daß diese Bedingung für sehr kleine Koeffizienten E, und F, erfüllbar ist. Macht 
man von den Bedingungen (32) und (33) bei der Frequenzgleichung (31) Gebrauch, so geht diese 
über in die einfache Aussage 


1 2 2) 
! 2 = — l— — 3 De 4 u Y I . . . . . . . . . 3 . 
er Mg ® D: 2 My (Er BE) > 
Ferner wird: 
u —-bti=R=0, | 
1 F F 4 
Derdie — 3 (1 — cos p) - ıı (1 en]; REHAU ERT 
Mg © 


%—ıt= wie Gl. (21) 


> ) 8 a - We we 
A 
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5. Durchreehnung eines Zahlenbeispiels für den schwimmenden Hammer 
mit optimaler Zusatzfederung | 


Bei einem Druck von 5atü und einem Kolbendurchmesser von 38 mm würde sich eine 
maximale Druckkraft von 57 kp ergeben. Mit Bezug auf Bild 5 sei angenommen, daß für das 
Kraftgesetz der auf den Kolben einwirkenden Luftdruckkraft die Koeffizienten E, — —5D, 
F, =D, gelten. Für die maximale Kraft folgt mit Bezug auf Gl. (4), wenn vom Einfluß der | 
durch den Steuermechanismus bedingten zusätzlichen Druckschwankungen abgesehen, bzw. 
angenommen wird, daß diese in Gl. (4) schon berücksichtigt sind: 


Ponsz = (Ph)a =D - EB + =7D=57%kp ee (36). 
Demnach folgen: 
D,=81kp; EE=—40,5kp; Fr = 81, el. Hm Aare (37). 
Die Gesamtmasse des Hammers ohne Kolben und ohne Meißel sei: 


m, + my = 0,0124kpem”ise .... . FE: (38), 
während die Kolbenmasse den Betrag 
m; = 0,00.104 kp. em see? „u 2 See (39) 


annimmt. Für den Fall der Abfederung des Handgriffs vom eigentlichen Hammerkörper sei 
die Masse der abgefederten Teile: 


m, =D, W2Akp a Fee zen ee 
so daß die Restmasse des Hammerkörpers den Betrag 
Mi, = (0,01 kp em Feet, ao ne  EE 


annimmt. Wird weiterhin angenommen, daß die Federkonstante der Optimallösung entspricht 
und der Hammer so bedient wird, daß der Handgriff beschleunigungsfrei bleibt, so muß Gl. (34) 
erfüllt sein. Mit 


Eee 


Eı=-—-WIE, : 20 000m 0 ee 
folgt aus Gl. (33) 
j F 
RP = en EN PR 
Für die Federkonstante liefert Gl. (32) 
Guham 
5 = 1r — 9000909 kpem”isen® .. „2 Sun 0 Dre ae 


Bei einem Hub des Hammers vom Betrage 
seem 2 RETTEN 
liefert Gl. (34) für die Frequenz den Wert 
Wr = 62605; u = 791er re 
Damit folgen für die Schwingungsdauer und die Federkonstante 
z=0,079sec; e=5,7kplem „, . 2 2 Dr 
Die Kräfte P, und P, entsprechen dann den Gleichungen 
P,=8,1 + 4,05 cos 9 — 0,19 cos (29); P, = 8,1 — 4,05 cos 9 +8,1cos(29) . . (48). 
Der Verlauf von P, und P, ist in Abb. 5 eingezeichnet. Glei iti i 
DR . Gleichzeitig wurde 
der drei Massen genau berechnet, wobei sich ergab ü An SIG 
U —ubt=R=0, %—ıt= 0,68 — 0,71 cos P+0,030052® ... . (49), 
3 — Lt = 0,629 (P — 2) — 5,91 + 6,22 cos 9— 0,31 os Re) ren (50). 
Die Ergebnisse der Rechnungen sind in Bild 6 zusam ; | 
S gel ns sammengestellt. Man erkennt, d 
MEBBRe m, Dur eine schwache Pendelbewegung gegenüber der geradlinigen Bewegung der er 
ausführt, Die Masse Mg (Kolben) führt dagegen eine sehr starke Rücklaufbewegung aus Die 
gestrichelt eingezeichnete Linie bringt zum Ausdruck, daß der in der Rechnung vorausgesetzte 


a einer zu hohen Anfangsgeschwindigkeit und einer zu niedrigen Kraft bei Beginn der 
ewegung entspricht, und soll eine diesbezügliche Korrektur veranschaulichen 
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6. Lösung für den schwimmenden Hammer ohne Zusatzfederung 


Das schwingende System geht bei unendlich großer Federkonstante in das System ohne 
' Zusatzfeder über, bei welchem die Massen m, und m, starr miteinander verbunden sind. Die 
entsprechenden Beziehungen für die Integrationskonstanten gehen unmittelbar aus den Gl. (13) 


bis (16) hervor, wenn c und damit die Eigenfrequenz x = 00 gesetzt wird. Insbesondere erhält 
man 


H E,—E F,—F 
A ae arg 2 NENNEN 
z ® m +m h ° 02 (m, + m)’ en, 4 w* (m, + m,) _ 
Im Falle des schwimmenden Hammers gilt wieder: 
M, == M,; = 0 5 D, —— Ds; tr ee ee aahen, W en (52). 


Für die Hammerbewegung erhält man aus Gl. (11) und (12): 


1 #7 2 
u ut=,— uyl= Re [® E,) (1 — cosQ) + — (1— cos (2 o) (53). 


Aus Gl. (31) ergibt sich für die Frequenz die Bedingung 


m + my 


Für die Kolbenbewegung gilt wieder 
Gl. (29). Zur Beurteilung des Be- 
wegungsvorganges sei ein Zahlenbei- 
spiel durchgerechnet. 


Bild 6. Bewegungskoordinaten für die Näherungslösung Bild 7. Bewegungsablauf für die Näherungslösung 
(schwimmender Hammer mit optimaler Zusatzfederung) (schwimmender Hammer ohne Zusatzfederung) 


7. Zahlenbeispiel für den schwimmenden Hammer ohne Zusatziederung 


Um eine Vergleichsgrundlage zu haben, seien für die Koeffizienten der Kraft P, dieselben 
Annahmen gemacht wie beim vorigen Zahlenbeispiel, d.h. es gilt wieder: 


E=—OlE; A=—2 . (55). 
Dann liefert die Frequenzgleichung (67) für einen Hub s = 20 cm: 
ae 6liysec, © = 1(8,08er lat =, 0,08 sc. Re era lee (56). 
Für die Hammerbewegung erhält man schließlich: 
u utl=2, —ut= 0,55 — 0,58 cos + 0,03c08s 29)... . . . 87) 
während sich für die Kolbenbewegung entsprechend Gl. (29) die Beziehung 
X, — u, t = 0,631 9 ( — 27) — 6,00 + 6,31 cos — 0,31 cos (29) . . . . (58) 


ergibt. Die Ergebnisse sind in Bild 7 dargestellt. Der Hammerkörper führt eine schwingende 
Bewegung mit einem Gesamtausschlag von 1,16cm aus. Diese Bewegung überträgt sich mit 
einer Frequenz von 12 Schwingungen pro Sekunde auf den Körper des Arbeiters. Die Differenz 
zwischen dem maximalen Kolbenausschlag und dem maximalen Hammerausschlag stellt den 
Hub s dar, der sich wieder zu 20 cm ergibt, was an Hand der Gl. (57) und (58) kontrolliert werden 
kann. 

Würde man beim Hammer ohne Zusatzfeder die Forderung zu erfüllen suchen, daß sich der 
Hammerkörper beschleunigungsfrei verhält, so wären die Bedingungen B,=0 und GG =0 
zu erfüllen. Mit Bezug auf Gl. (51) ist dies jedoch nur möglich, wenn EE=E,und FR =F, 


’ 
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wird. Nachdem schon gezeigt war, daß auch D, = D, wird, so würde sich "Pu P, ergeben. 
Dies bedeutet aber, daß die Druckluftkraft in derselben Höhe wie sie auf den Kolben einwirkt, 
vom Arbeiter ausgeübt werden muß. Bei dem angenommenen Kraftverlauf würde sich damit 
die maximale vom Arbeiter ausgeübte Kraft auf 7 D, (gegenüber 1,5 D,) erhöhen. Es könnte 
also nur mit sehr großer Kraftanstrengung gelingen, den Hammer ruhig zu halten. 


8. Lösung für den Hammer mit Zusatzfeder bei Doppelschlag 

In den bisherigen Rechnungen wurde der sogenannte „schwimmende Hammer“ betrachtet, 
bei welchem die Koordinaten x, und x, rein periodische Funktionen darstellen. Es ergab sich, 
daß die zeitlichen Mittelwerte der beiden Kräfte P, und P, miteinander übereinstimmen müssen, 
um diesen Bewegungszustand hervorzurufen. Übt der Arbeiter eine Kraft aus, deren zeitlicher 
Mittelwert D, kleiner ist als D,, so würde der Bewegungszustand nicht zustande kommen, d. h. 
es wäre überhaupt keine periodische Bewegung möglich. Im Grenzfalle D, = D, stellt sich die 
rein periodische Bewegung des Hammers ein, die in den Abschnitten 4—8 Gegenstand der Unter- 
suchung war. 

Es sei nunmehr der Fall untersucht, daß der Arbeiter eine noch größere Kraft ausübt, 
d.h. eine Kraft, deren zeitlicher Mittelwert D, größer als D, ist. Aus Gl. (14) und (16) erkennt 
man, daß in diesem Falle die Konstante M, = M, = M nicht mehr gleich Null wird und in die 
Zeitfunktionen für x, und x, (Gl. (11) und (12)) das nicht-periodische Glied mit £ hereinkommt. 
Es muß also in diesem Falle auf den nicht-periodischen Charakter von x, und x, näher eingegangen 
werden, wobei es erforderlich wird, auch die mit den Koeffizienten Q, und Q, behafteten Eigen- 
schwingungsfunktionen mit hereinzunehmen. Diese sind zwar periodisch im Sinne der Eigen- 
schwingung, aber nicht-periodisch im Sinne der Hammerschwingung, da die Eigenfrequenz 
im allgemeinen nicht mit der Frequenz der Hammerschwingung zusammenfällt. Die Bewegungs- | 
gleichungen der Massen m, und m, nehmen daher folgende Form an, wobei wieder die konstante 
Schwerpunktsgeschwindigkeit v, des Systems durch das Glied v, Z berücksichtigt ist: 


&ı —ut= Bicosp +C,cos(29) MR +Q,sinat—y)+R,... . (9), 
%& —Wwt=B,cosp + (,cos(29)+MRP+Q,sin(at—y)+R,... . (60). 


Für die zeitlichen Anfangsbedingungen übernehmen wir die bisherigen Festsetzungen, so daß 
für die Geschwindigkeit der Masse m, gilt: 


(Eule ET ee 


F 


Hieraus folgt für den Phasenwinkel: 


Es läßt sich nun zeigen, daß über die Konstante Q, so verfügt werden kann, daß sich eine 
stoßfreie Bewegung des Hammergriffes ergibt. Die Bewegung des Hammergriffes ist offenbar 
dann stoßfrei, wenn nach Ablauf der halben Schwingungsdauer seine Geschwindigkeit auf » 
absinkt und eine stetige Umkehrung seiner Bewegung eintritt. Daraus ergibt sich die Bedingung: 


(dr == Vo)i=r/2 =). 2 ee a 3 (63). 
Mit Bezug auf Gl. (59) ergibt sich hieraus: 
" Fu PA We 
Mtr—aQ,sin (3)=° u. 0 lisa Sb ea Pe 
Mit Rücksicht auf Gl. (14) und (16) folgt weiter: 
m; K Mr ) 
nn on BL... 
Q, Be : ( = m 2 (65). 
& sn — 7 
[49] 
Nach Umformung erhält man: 
RE u NEE . 
(2) 
x om, sin ([— 
[42] 
Für den Hub ergibt sich: 
DR x; a 2E, M n2 
s=(%—- lern = Ben RL MT IT " 
(2 = 2 m, @* My; @* A Dy 1 Rn Es a (67), 


bzw. nach Umformung 


san ame: 
——| m, > er) B,) — 2 B, w* E. M = + Q, o* . . . . 5 F (68). 


ei > ion 2 0 er DE a El FE a A Et u a Zn 
u j i aM ’- \ \ j ac « i v N - | 2 IR 
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des betrachteten Intervalles einen periodischen Verlauf annimmt. Bei der Masse m, dagegen 
läßt sich nicht gleichzeitig ein stetiger Geschwindigkeitsverlauf erreichen ; sie erfährt durch den 
Stoß des Hammers auf den Meißelbund nach Ablauf der halben Schwingungsdauer eine Ge- 
_ schwindigkeitsumkehrung. Werden zur Vereinfachung der Rechnung hierbei wieder dieselben 
| Annahmen gemacht wie beim Kolbenschlag, so steht dieser Gedankengang widerspruchsfrei mit 
Gl. (60) im Einklang. Es ergibt sich dann folgender charakteristischer Bewegungsablauf: Nach 
der halben Schwingungsdauer stößt der Hammer auf den Meißel (Hammerschlag), nach der 
vollen Schwingungsdauer stößt der Kolben auf den Meißel (Kolbenschlag), nach der andert- 
_ halbfachen Schwingungsdauer stößt wieder der Hammer auf den Meißel, nach der zweifachen 
stößt wieder der Kolben auf den Meißel, und so fort. Bild 8 veranschaulicht den Bewegungs- 
 ablauf. Die deutlich erkennbaren Spitzen in den Wegdiagrammen des Kolbens und des Hammers 


r 
I 


Korrekturmöglichkeiten an, die sich bei genauer Erfassung der Stoßverluste und der Rückstoß- 
| kräfte ergeben würden. Zusammenfassend kann festgestellt werden, daß bei Einbau der Feder 
| eine stoßfreie, aber nicht schwingungsfreie Bewegung des Hammergriffes möglich ist. Eine 
| schwingende Bewegung des Hammergriffes ist im allgemeinen unvermeidlich, da infolge des 
-  verschiedenartigen Charakters der in Gl. (59) enthaltenen Funktionen eine beschleunigungsfreie 
Bewegung des Hammergriffes durch keine Wahl der Konstanten B, und C, erzielt werden kann. 
Nur bei einer außerordentlich weichen Zusatzfeder läßt sich eine fast völlige Beruhigung des 
 Hammergriffes erzielen, wie im nächsten Abschnitt gezeigt wird. 


| 9. Lösung für den Hammer bei Doppelschlag mit optimaler Zusatzfeder 


Bei einer sehr weichen Zusatzfeder ist die Federkonstante c sehr klein; damit wird auch die 
Eigenfrequenz des Schwingungssystems m}, m, sehr klein und das Argument der trigonometri- 


\ 


: 1 
schen Funktion cos (a £) genügend klein, so daß von der Reihenentwicklung 1 — D2 MRSEN. 


Gebrauch gemacht werden kann. Wird dies in den Gln. (59) und (60) (mit Vz En angewandt 
und über die Konstanten so verfügt, daß für {= 0 die Bewegungskoordinate x, des Hammers 
ganz und jene des Handgriffes bis auf den Restbetrag T verschwinden, so erhält man: 
f 2 
a —ut=—B, (1 —cosp)— C,(1 — cos en +{ 7) a 
0, 0° 5 
% —ut= — B, (1 — cos p) — C, (1 — cos (2 9)) -(M 9 )® De (70). 
Das Verschwinden des Gliedes mit 2? in Gl. (82) führt auf die Bedingung: 
2 D,—D, 
=—M = —— RUE LI TER De. RU 
0 & . o®(m, + m,) cn 
Andererseits berechnet sich Q, aus Q, gemäß Gl. (24) und (18) 
m, EN 
= — = i2 9 
Q; Qı m, ( ) 
so daß nunmehr Gl. (82) und (83) folgende Form annehmen: 
Hr ut= — Bl—cse)— GH, (t—cs@PM)H+T\.. 2.2: 0.2 .(2) 
s D,+D, „ 
2% — ut = — B, (1 — c0sp) — C, (1 — cos (29)) + — 2 RR WEN? 


2m 


Diese Beziehungen stellen Näherungsgleichungen dar, die nur für sehr weiche Zusatzfedern 
Gültigkeit haben. Um den Gültigkeitsbereich abschätzen zu können, muß auf die Differenz der 
Cosinusfunktion und der beim zweiten Glied abgebrochenen Reihenentwicklung Bezug genommen 
werden. Die Ausrechnung ergibt, daß der Fehler bis zum Argument 0,6 unter 3% bleibt. Das 


&T 
größte Argument der Cosinusfunktion ist aber entsprechend der halben Schwingungsdauer DR 
Demnach gilt für einen Fehler unter 3% die einschränkende Bedingung: 

ER Re Pe a ee a) 


Für den Hub folgt: 
D,—D, 


a ren OL 


2 
= D, 25) 2 Bao + 


Durch diese Formulierung konnte erreicht werden, daß die Bewegung der Masse n, innerhalb 


_ beziehen sich auf den jeweiligen Stoßvorgang. Die eingezeichneten gestrichelten Linien deuten‘ 


x - 
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Wird nun weiterhin verlangt, daß die Bewegung des Handgriffes beschleunigungsfrei ist, 
so müssen in Gl. (73) die Konstanten B, und C, verschwinden. Dies führt auf die schon bekannten 
Beziehungen (32) und (33). Dann geht Gl. (76) über in folgende Beziehung, welche die Berech- 
nung der Frequenz ermöglicht: 

1/2 2 
= —(- ,— —(E,— = (D, Dre RR 77). 
org 2Eu)+ 7, Eı N 1 2) (77) 


3 
Die Koordinaten x, und x, berechnen sich aus 


au —ut=T, 
u D, — 78). 
% — tl = 200 un + zen) + ze] (A 


m; w* 


Für den so gelösten Sonderfall der völligen Beruhigung des Handgriffes läßt sich die Aus- 
sage (75) über den Geltungsbereich noch weiter umformen, wobei von den Beziehungen (32), 3 
sowie von der Definitionsgleichung (10) der Eigenfrequenz Gebrauch zu machen ist. Unter 
Umgehung der Zwischenrechnung ergibt sich als Bedingung für einen Fehler von 3% folgende 


Ungleichung: - 
ee 2 Tate I A (79). 


Um die praktische Anwendungsmöglichkeit prüfen zu können, sei im folgenden Abschnitt 
ein Zahlenbeispiel durchgerechnet. 
10. Zahlenbeispiel für den Hammer bei Doppelschlag mit optimaler Zusatzfeder 


Bei Zugrundelegung derselben Abmessungen und Massenwerte wie bisher ist Gl. (79) 
erfüllt, wenn wir setzen: E 
2 


BE = Nee SE ? 
Aus Gl. (42) folgt dann 
F, 
F= page Da A Fa (81). 
Da D, größer als D, sein muß, sei folgende Annahme getroffen: 
D,=3D,. 2 Ge Se (82). 
Aus Gl. (77) folgt. dann bei einem Hub von 20 cm 
ar =66l4sec?; = 81l,AsecTt; T= 0,078 . 2. 2 2... (83). 
kx-y,t 
Hammerkörper 


SI 


Hammerschlag Kolbenschlag H-s. K=s. Ö=S 


K-5 


Bild 8. Bewegungsablauf nach der Nüherungslösung (Doppelschlag mit Zusatzfederung) 


Schließlich ergeben sich für die Bewegungskoordinaten der drei Massen folgende Gleichungen: 


% — DE = 0,59 — 0,62 cos p + 0,03 cos (29) + 0,123 Rn BEN 
Lg — u E= — 5,59 + 5,89 cos @ — 0,03 cos 29)+589p(@—2n) ..... (85) 


Die Auswertung führt auf das in Bild 8 dargestellte Diagramm. 


DDr 
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' Demnach würde der Einbau einer Zusatzfeder eine Beruhigung des Handgriffes ermöglichen, 

E auch bei Doppelschlagbetrieb des Hammers. Dies ist aber nur möglich, wenn die Federkonstante 
_ außerordentlich klein ist. Der Vollständigkeit halber sei zum Vergleich noch die Lösung für den 
Hammer bei Doppelschlag ohne Zusatzfeder erörtert. 


11. Lösung für den Hammer bei Doppelschlag ohne Zusatzfeder 


2 Die entsprechenden Beziehungen für die Integrationskonstanten wurden bereits im Ab- 
schnitt 6 angegeben. Es ist jetzt lediglich noch zu beachten, daß das Glied mit ?? hinzukommt. 
Ferner kommt die Eigenschwingungsfunktion in Wegfall, d. h. es ist, wieder Q, = 0 und Q, = 0 
_ zu setzen. Es besteht daher in diesem Falle keine Möglichkeit, das Glied mit £? aus der Zeit- 
funktion für x, zu eliminieren, d.h. der Bewegungsablauf des Hammers einschließlich 
Handgriff ist ohne Zusatzfeder stets stoßartig, wobei der Stoß vom Arbeiter 
aufgenommen wird. Der Arbeiter stellt hierbei eine Abfederung her, die in der Rechnung 
_ nicht von vornherein exakt berücksichtigt werden kann. Diese Abfederung ist stets vorhanden, 
da sonst kein periodischer Gesamtablauf der Bewegung zustandekommen kann, wie das Auf- < 
treten des Gliedes mit 2? zeigt. Eine solche Ausnutzung der körperlichen Elastizität bei Be- 
dienung eines Werkzeuges ist natürlich mit nachteiligen Einflüssen auf den Organismus ver- f 
bunden. : ‘ 
Diese Ergebnisse wurden aufgrund einer Näherungslösung abgeleitet, welche auf den ver- 
einfachten Annahmen beruht, daß sowohl für P,, wie auch für P, der Ansatz (4) gilt und daß 
Kolbenstoß und Hammerstoß als vollkommen-elastische Stoßvorgänge bei unendlich großer 
Gegenmasse aufgefaßt werden können. Die so gewonnene Näherungslösung bot den Vorteil 
- großer Übersichtlichkeit. 
Nunmehr soll im folgenden Abschnitt die strenge Lösung des Problems aufgestellt werden, * 
welche von den erwähnten einschränkenden Annahmen frei ist. Hierbei zeigt sich, daß den mit 
Hilfe der Näherungslösung gewonnenen Erkenntnissen qualitativ allgemeine Gültigkeit zu- 
kommt. 


AHass4rr v7 en 
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n 12. Die strenge Lösung des Preßlufthammerproblems 

Bei Aufstellung der strengen Lösung des Problems muß zunächst beachtet werden, daß 
die auf den Hammer wirkende Druckkraft eine allgemeinere periodische Funktion ist, als bei 
"Aufstellung der Näherungslösung mit Gl. (4) vorausgesetzt wurde. Der Druckverlauf im Zylinder 
hängt von verschiedenen Bedingungen ab, welche teils thermodynamischer Natur sind, teils 
mit strömungstechnischen Gesichtspunkten in Zusammenhang stehen. Von besonderem Einfluß 
ist dabei vor allem die konstruktive Ausbildung und Anordnung der Steuerkanäle.. Um eine 
Lösung aufzustellen, die für alle konstruktiven Ausführungsformen gültig ist, sei für P, mit 
Hilfe einer Fourier-Reihe eine allgemeine periodische Funktion zugrunde gelegt: 


P,=bo+ Dbeoos(kptß) nennen 80) 


Dieselben Überlegungen gelten auch für die auf den Kolben wirkende Kraft P,. Es sei daher 
auch für P, mit Hilfe einer Fourier-Entwicklung eine allgemeine periodische Funktion voraus- 
gesetzt: N 
5,56 +2 CE POS (MATTE ee A ne (87). 


Schließlich muß folgerichtig auch für die vom Arbeiter ausgeübte Kraft P, eine allgemeine 
periodische Funktion angesetzt werden: 


Peak 2 en ln e (88). 
k=1 
Die drei Gleichgewichtsbedingungen des Problems 
R A ER RT RE TEE NER MORRIS? 
rear ap Er), 


lassen sich nach Einsetzen der Funktionen (86), (87) und (88) in der schon erläuterten einfachen 
Weise integrieren; dabei treten Integrationskonstanten auf, welche den besonderen kinemati- 
schen Bedingungen des Problems anzupassen sind. Wird hierbei der Zeitpunkt des Hammer- 
stoßes mit t, bzw. t, + T, 5, + 2 r usw., sowie der Zeitpunkt des Kolbenstoßes mit f, bzw. f; + T, 
t{, + 2 7 usw. bezeichnet, so verlangt die Periodizität des Bewegungsvorganges 


(& — Diet, = (ı — U Diet: >» 
(Lg — dp di=1, = (% — Yl)iet,trs | BT Re 
(I — dy dı=r, = Rs — Vo dit tr 


6* 
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und es ergibt sich: 


2 2 
9— er =) il 
en iu / ar 


re a) 


«sin 4 


oo j k2 w* 
Ey 2 k2 02 (a® — k2 2) ( 


C 
m; 


2 2 
un %Y— by t t 8 Er 
ak 2 (m, + m,) \ 2 3) 4 


) a; [cos (kp — aı) 


— 008 (kp + a9] + ZE- [eos (kp +) —cos (km + Pe] - » - 3. 


mT 


2 3.1003 
oe 
m; & sin | — 


© 1 C Ag - 
cos (ko + x) — cos (kg, — ap)] 
+2 Bea Ro) \m, m, | Ge ) a 


© w?® C 


Mg m; mg 


c Tier. 


1 0% byte ne ee a 
e [cos (kp + y) —cos(kpo+y)l - - - - ( 
Zr 3 


) Pe loos (ko +) — eos ra + Bol} RT u 


H-S H-8. Be \ 
K=S: K-S. K-S. 
Bild 9. Beispiel für den Bewegungsablauf nach der strengen Lösung 


Hierbei ist bereits eine gemeinsame mittlere Geschwindigkeit v, der drei Massen berück- 
sichtigt, sowie der Forderung genügt, daß die Bewegung der Masse m, (Handgriff) stoßfrei ab- 


läuft, indem über die bei der Eigenschwingungsfunktion (Eigenfrequenz a) auftretenden Inte- 
grationskonstanten so verfügt wurde, daß die Bedingung 


(de = (ee 2 


erfüllt ist. Durch die beiden Stoßvorgänge ist ein stückweises Aneinandersetzen der Lösungen 
der Differentialgleichungen (89) und (90) bedingt, wobei für Gl. (92) und (93) der Gültigkeits- 
bereich ,<t<1, +r zu beachten ist, während für Gl. (94) der Bereich , <t<t, +7 maßgebend 
ist (Bild 9). 

Durch die vier Bedingungen (91) und (95) wurde über vier de 
konstanten verfügt. Die restlichen beiden Konstanten treten in ver 
Zeitwerte t, und t, auf, für deren Festlegung noch n 


r auftretenden Integrations- 
kleideter Form als die beiden 
ähere Aussagen über den Verlauf der beiden 


ee cz al dan ai 


u or 


.- 
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Stoßvorgänge zur Verfügung stehen. Bei Voraussetzung eines unvollkommen-elastischen Stoßes 
in beiden Fällen gelten mit den Abkürzungen 


A, = (oder =D, 
ee a a (96), 
Ba, =0} — (aleande = dz 
(dı=ı, = Di; deut: = Vie 
folgende Definitionsgleichungen: 
DV lg (Dir De a (97), 
U Des ek (Ua) Vene er a De (98). 


Hierbei ist k, die Stoßzahl des unvollkommen-elastischen Hammerstoßes und k, jene des Kolben- 
stoßes. Der Impulssatz liefert: 


Di 0: ERDE FT De (39); 
MD Dede, IE MVs0, Se (100). 


Somit ergeben sich für die Geschwindigkeiten unmittelbar nach dem jeweiligen Stoß die Aus- 
drücke: 


1 
De m, tm, (m; — km), +m,(l+k)viel;» 
1 
vy, = na: [mn; 1 + k))v; + (m, — k,m,) vi: , 
sr Mm; 101) 
In N [(m Ka) 2 a re Tr | 
3 Tom, tm, 8 3 my) Dz a 3) Vaal » 
1 
vi; = Sau ge Im; (1 + k;) vs; + (m, — kz m;) v5 3] 
sr Mm 


Mit Rücksicht auf die weitere Rechnung ist es zweckmäßig, folgende Abkürzungen einzuführen: 


£ — — it, 
m; + m, 
m; — k,m, kr 
er > 
m m 
en 0 1102), 
my (1 + k,) (ya — d,) 2 
m, + m, 2 
mt Hk) Wi) _ 
m; + my ; 


Hierbei lassen sich die Größen k* und k* als Ersatzstoßzahlen deuten, welche dem Einfluß 
der endlichen Masse des gestoßenen Körpers Rechnung tragen, während die Größen w, und w; 
die jeweilige Geschwindigkeit des gestoßenen Körpers berücksichtigen. Die Gln. (101) nehmen 
dann die kürzere Form 


vun =—- Ram) tw,| N) 
ve u = — kZ (v; — d,) + Wy ) 
an. Aus Gl. (93) und (94) folgen nunmehr: 
(a, — bu) T 
Ve Un 2m, + %3 > 
(a, — b,) T 
D—U)=-- es + %, 
n SE TUL»: 
ET 
Da do ie tea 
65% 
ve —u=- 5 + Ya 
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Hierbei and die Größen y, und %, rein periodische Geschwindigkeitsanteile, welche unmittelbar 


vor und nach dem Stoß den gleichen Betrag annehmen. Durch Einsetzen dieser Ausdrücke 
in Gl. (103) folgen Beziehungen für %, und y,. Nach Umformung ergibt sich: 


1 s T 105). 
nat ee En (105) 


Dies ist eine implizite Bestimmungsgleichung für den Zeitwert i,. In gleicher Weise erhält man 
eine Beziehung für y, und damit für 13: 


1 = T Big 
newer te] a a A ee Ye" Wake (106). 


Nach Einsetzen der Größen y, und y, in die Gln. (104) nehmen die Geschwindigkeiten vor und 


nach dem Stoß folgende Werte an: 
BE 
ee 
kz (a, — bo) T 


Dia» 


yw=— +v ’ 
Deere (107). 
Ri 7 
erg T k#) m D43> 
KercaTr 
3 “0 
ei 


Mit diesen Werten ergibt sich die von der Kraft P, und den Preßluftkräften P, und P, geleistete 
Arbeit als Energieverlust der Massen m, und m, zu: 


A-ZE-M HZ) 2... (08) 


Die zugehörige Leistung ist daher 


M; m ne ., r 
N 3, MHZ, U) Var Te Hay - (109). 
Die Nutzleistung des Hammers ist: 
m 
Nx =, de + — U) 5% vorne En 
Die mechanische Verlustleistung wird: 
Mg mM; | = m ; 
N) tete) . . . (UM). 
Somit folgt für den mechanischen Wirkungsgrad: 
Ny 1 
Be ap ee nen Re ne 
Et vos 
Nx 


Da die Geschwindigkeiten vor und nach dem Stoß von der Federkonstanten c unabhängig sind 
ist auch der mechanische Wirkungsgrad von c unabhängig; damit ist nachgewiesen, daß 
durch den Einbau der Federung keine Verschlechterung des mechanischen 
Wirkungsgrades einzutreten braucht. Die Schwingungsdauer fällt aus Gl. (112) heraus. 


Sie erfährt insofern mit c eine Veränderung, da sie sich, wie bei der Näherungslösung gezeigt 


wurde, aus dem Hub errechnet und infolgedessen auch vom Hammerausschlag abhängt, der 


seinerseits mit der Federkonstanten im Zusammenhang steht. 

Pe im übrigen ist aus den Gleichungen (92), (93) und (94) leicht zu erkennen, daß der Hand- 
griff bei schwimmendem Hammer beschleunigungsfrei und bei Doppelschlagbetrieb stoßfrei 
bleiben kann. Bei sehr weicher Feder verschwindet die mit dem Faktor (a, — b,) behaftete 
Klammer bis auf einen vernachlässigbar kleinen Rest, während die unendliche Reihe bei ent- 
sprechender Handkraftfunktion P, Null wird, so daß auch bei Doppelschlag der Handgriff 
beschleunigungsfrei bleiben kann, allerdings unter Bedingungen, welche sich infolge der erforder- 
lichen sehr weichen Federung praktisch nur approximativ verwirklichen lassen. 
Manuskripteingang: 14. 5. 60 


Anschrift: Prof. Dr.-Ing. H. Nnuger, Starnberg b. München, Max-Emanuel-Str, 10 


a a IE 


E Die Integralgleichungen für das Kippen quer- 


und längsbelasteter, gerader Träger mit dop- 


pelt-symmetrischen Querschnitten 


. Bei der Untersuchung des Kippens quer- und längs- 
belasteter gerader Träger mit mindestens einfach- 
symmetrischen Querschnitten wird das Stabilitäts- 

verhalten durch zwei gewöhnliche Differentialglei- 


2 chungen für die seitliche Verschiebung u und den 


Drillwinkel 9 beschrieben. Deren Kopplung ist bei 
_ einfach-symmetrischen Querschnitten so, daß man 
die für 6 numerischen Rechnungen nützlichen Inte- 
gralgleichungen nur in Sonderfällen mit Hilfe be- 


°  kannter Funktionen angeben kann. Diese Sonder- 


fälle betreffen die Biegedrillknickung bei allen Quer- 
schnitten und die Kippung infolge eines linear oder 
quadratisch verlaufenden Biegemomentes und einer 
Normalkraft bei den quasi-wölbfreien Querschnitten. 
Im Gegensatz dazu lassen sich Träger mit doppelt- 
symmetrischen Querschnitten mit Integralgleichungen 
vollständig behandeln. Bezüglich der Differential- 
- gleichungen und der Bezeichnungen im allgemeinen 
Falle [gleichzeitige Wirkung des Biegemomentes M (x) 
und der Normalkraft N] sei auf eine Arbeit von 
E. CHWALLA!) verwiesen. Wir führen die Abkür- 
zungen ein: 


110) = 5 [AM Ms) 86) — Nut) —Kıs— K;] 


und 2 


(8) = 1? M*(s) ds) — 2! 


BD 
Dann lautet die Integralgleichung für die seitliche Ver- 
schiebung u wie folgt: 


M(s)[Nu(s) + Kıs+ Kal. 


u(s) = Mas) nd +ÄAs+B. 
{) 


Für den Drillwinkel # ergeben sich drei verschiedene 
Integralgleichungen: 


1 
= Sinh a(s — t) 


Os) = — (s—1) = u 
(e) (1—o) 
—- sin 4(8 — |) 
a 
Cosh «as Sinh as 
REN und rar 
mit 
DIA —o a 
.-yT 3 wenn a-0-{1-22)>0 
und mit 


re — 1) = 
=] m ‚„ wenn (lo) <0, 


$ 
2 
Us) = je ynddi+ +++ 0 
ö 


wenn 
d—o)=0. 


Die entkoppelten Integralgleichungen für M(s) = 0 
(Biege- und Drillknickung) sind uninteressant, da 
man die strengen Lösungen der entsprechenden Dif- 
ferentialgleichungen kennt. Bei Verschwinden von N 
erhält man Integralgleichungen, die sich nützlich für 


1) Beitrag zur Federhofer-Girkmannfestschrift, Wien 1950., Deu- 
ticke, 8.125—142. 


KERN De NR HR tn er RER 
Beer a END MITTEILUNGEN, =, 4% 0 Bee 


befriedigend behandelt wurde®). So stehen die Lö- Fe ü = 


die Berechnung der Kippzahlen von Durchlauf- und 
Einfeldträgern verwenden lassen 2). 5 


Der allgemeine Fall N # 0 und M(e) * ee Aer- 
Rahmenkonstruktionen auf, deren vollständiges Kipp- - ze 
verhalten in der Literatur bis heute noch nicht ganz e 


sungen für die rechteckförmigen eingespannten und Pe 
Zweigelenkrahmen bisher aus. ” »2 


Besonders interessiert das vollständige, freie Kipp- Be . 
verhalten bei Belastung durch eine Einzelkraft .in E 
Riegelmitte und durch gegengleiche Endmomente an- 
den Rahmenecken. Deshalb wurden für solche Rah- 
men die Rand- und Übergangsbedingungen formuliert 
und für die obigen Lastfälle die Integralgleichungen 
aufgestellt. Der Horizontalschub berechnet sich jeweils 
aus einer transzendenten Gleichung, dem Auswertungs- 
ergebnis der für Riegel und Stiel angeschriebenen 
Differentialgleichung (Bmaz)i WI’ + N w"'=0. 

Die numerische Berechnung der Eigenwerte ist 
selbst auf einem Rechenautomaten nicht einfach und 
erfordert viel Zeit. Das angewandte Verfahren kon- “ 
vergiert manchmal nur mäßig, und es müssen große in 
Matrizen aufgestellt werden. j 

Nach Abschluß der numerischen Rechnungen werde 
ich über das angegebene Problem ausführlicher be- 
richten. 


Le 


Verfasser: LEONARD Kraus, Institut für Praktische 
Mathematik der Technischen Hochschule 
Darmstadt 


2) L. KRAuS, Die Integralgleichungen der Kippung gerader Träger 
mit dünnwandigen, offenen und doppelt-symmetrischen Profilen. 
Ing. Arch, 26 (1958), S. 1—19, sowie einein Vorbereitung befindliche 
Arbeit. 


3) H. CHWALLA, Über das Auskippen zweistäbiger Rahmen. Stahl- 
bau 21 (1938), S. 161—167; ferner E. CHWALLA und F. SCHOBLIK, 
Theorie der Kippung rechtwinkliger Zweistabrahmen. Proc. of the 
5. Int. Cong.ofApp. Mech. Cambridge Mass. (1938), S. 44—50; schließ- 
lich M.ESSLINGER, Kippen von Rahmenecken mit Rechteckquerschnitt. 
Stahlbau 23 (1954), S. 53—60. l 


On the Relation between Two Theorems of 
Hermite and Bilharz 


1. Let 
dene tert ti. tabhetb, 


be a polynomial with complex coeffieients in general. 
Further, let 


rel) — ER EN En ARE 
where the bar denotes the conjugate complex. We 


then form the expression 


gs) 9*(2) — 92) 9*(8) 


a 


N 
> Bar sı—1 „nt } 
Wwr=l 


n(g) = 


Bapiaplıe set 2 by Y._ı %—ı Yields the Her- 
MıTEian form 


n 
Ki) 3 Ay u-ıb-ı 
FA | 


with the real symmetric coefficient matrix 


9 = (hur). 


The symmetry of & follows from n(g) by interchang- 
ing s and z, and the reality follows from the fact, 
that the h,, are sums of terms of the form 


(dB) = ilba bs ns b;) (sa sß—1) (2). 
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In detail, we have 
u—1l 


er—hu— 20h, u+tv—A—)=- 3 (&P), 


where in all terms 

«+ß=u+tv—l. 
From (2) it follows that 
(,ufv—iA—1)=(e)=0for2i/=u+rr—l, 


which obviously can happen only for u + v odd. 
Theorem 1 (Hxrnmıre [2], Schmeipter [3]): All 
zeros of the polynomial (1) have positive imaginary 
part if and only if all prineipal minors H,(e=]1, 
2,...,n) of 9 are positive. 
2. We now consider the 2n-rowed matrix 


bh bb oh u be... 

ib ih — ih ih, — ih ih 

0 bo —bı b, —b; bu 
a 

0 0 Ban eibil be eh 

0 De RE en eerbet, 


and the even-rowed prineipal minors B,(e =1,2, 

= n).08 0. 

Theorem 2!) (BıtLHArz [1], SCHMEIDLER [3]): All 
zeros of the polynomial (1) have positive imaginary 
in if and only if all even-rowed principal minors 

B,(e=1,2,...,n) of ® are positive. 

3. SCHMEIDLER [3] mentioned that it would be 
desirable to find the relation between theorem 1 and 
theorem 2. 


We consider the product 


Kleine Mitteilungen 


We consider the element co+»,oe+u (1, v = 1,2,..., 0) 


of D,. The corresponding columns of B, and A. by 


which co-+v,o+„ is defined, are 


nu 


(oe + v)-th column of B, 
FREE Be an Ah SD 2 nn et en 


(1er un 


(— 1)"re7 er 


2 (o — u) elements 


ltr = 
(trade, 
| 
en a 1 | 
a rn 
— 


are i Dr4u—2 


2 u elements 
pr! Se 
—1’ibsr 


(— 1" 
ze y b, 


BoAe= % 8) 
where 
10 9,5050 0 0 ib, 
00 07.0550 0 0 by 
Dad 07070 0 ib, | —i& 
010 00220 0 b, — bı 
AL,-b = . : e « 
OR | Penmen MR Ta RE 
ae he aa B— 5 TE 
EN ER ar id, —ib, | (IT 
en .- — 7 ua are 
is also of the order 2 0. Multiplying B, and A, column by column, we obtain 
bs N 0 0 0 ER e,. 
Ey by ) N) 0 0 
C, = Col (02 Co,oe—1 by 0) ns 0) 
Ce+1,1 Co+1l,2 ... Co+l,e—1 Ce+1,e [Co+1,ott . ee 1,20 | 
| 
gl 02g2 Rae—1 Ce | CRae+1 020,20 
Let (@ + u)-th column of A, 
Co-+H1,0+1 .. . Co+1,20| Er on a 
Di= ; N: K Ib; 0 
29,0+1 029,20 | 0 
then 
o G=HD, se). 2(o— u) elements 
1) In this paper BILHARZ’s theorem [1] has been restated for 0) 


polynomials having zeros with positive imagin: ary part instead of 
negative real part. 


4 


K 
E u 
ae 
Pr 
4 
e 
4 
2 
hf 
= 
E 
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(e + „)-th column of A, (continued) 


Dm——— — nn 


rs 


ib, 
bo 
Ir: b, 
- 2 u elements 
1eTridu— 
(17? du—2 
e-1pPTl;b,-ı | 
ıyrrldy-ı 


We, therefore, have 

Co+r,0+u 

ee ns Dali 1 FE ra 5 2 an ann 1 PER 
ae ee Er bay 
+ ... 
+ Tr ad + er —abrr1 
ee dr ben 

With the abbreviation (2) we obtain: 
1. For u + v even: 


Cotv,e+u.= (I, u t+v—l)+(,u+r—2)+-- 
+a— 2 v4) +(a—Lo=hu; 


2. For u + vodd: 
beine = — KO, u tr U H+ hate DH... 
+3,» +1) + (&—1,»)] = — Au. 


Remembering the fact, that h., = hvu, we may write 
D, in the form 


hıı = Ra Rıs Dan (— ar} hı 0 
= his Ron Fuil Ra N 
72 hrs —Rag Rap... 
(— 1ye3 h1o hoe 


Finally, by multiplication of all even numbered rows 
and columns of D, by — 1 (which does not change the 
value of this determinant) we obtain 


DH om 2 een) 
or, by means of (3) and (4), 
Bo=ıH (0 Dee 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


M. A. Naimark, Normed Rings. (Translated from 
the first russian edition.) XVI + 560 S. Groningen 
1959. P. Noordhoff N. V. Preis brosch. $ 12.—. 


Durch die von Leo F. BoRoN durchgeführte Über- 
setzung der 1955 in Moskau erschienenen Original- 
ausgabe wird das bedeutende Werk M. A. NEUMARKS 
über ‚‚Normierte Algebren‘“ einem weiteren großen 
Interessentenkreis erschlossen. Dabei berücksichtigt 
die vorliegende amerikanische Ausgabe Korrekturen 
und Verbesserungen, die anläßlich der Übersetzung 
der ersten sowjetischen Auflage ins Deutsche, Japani- 
sche und Rumänische vorgenommen wurden. 


Das Buch beinhaltet eine ausführliche Darstellung 
und Begründung der von J. v. NEUMANN, MURRAY 
und vor allem von J. M. GELFAND begründeten Theo- 
rie der ‚‚normierten Algebren‘‘: das sind Mengen, 
deren Elemente im üblichen Sinn eine Algebra bilden 
und zum anderen mit einer Norm versehen sind, die 
weiteren natürlichen Forderungen genügt. 


Die erforderlichen Grundlagen werden in einem 
ersten Kapitel (Elemente der Topologie und Funk- 
tionalanalysis), das bis zur Integration in lokal-bi- 
kompakten Räumen führt, gebracht. Aus der reichen 
Stoffülle von acht Kapiteln mit insgesamt 41 Para- 
graphen können nur stichwortartig folgende Haupt- 
gebiete genannt werden: Kommutative normierte 
Algebren, ‘Darstellung symmetrischer Algebren, 
Gruppenalgebren, Algebren von Operatoren eines 
HıLBertschen Raumes, Zerlegung einer Operatoren- 
algebra in irreduzible Algebren. Dabei werden die 
Ausstrahlungen der allgemeinen Theorie auf alle 
möglichen Anwendungsbereiche mathematischer Spe- 
zialgebiete bis ins einzelne verfolgt; z.B. ergeben sich 
in eleganter einfacher Weise Resultate über trigono- 
metrische Reihen (WIEner), die Spektralzerlegung 
selbstadjungierter Operatoren, Sätze über topologische 
Gruppen, Ergebnisse der harmonischen Analyse. 


Der Stoff wird in meisterhafter Klarheit, Exaktheit 
und aller Ausführlichkeit dargestellt. Dadurch ist 
dies schöne Buch bereits für Studierende mittlerer 
Semester ein ausgezeichnetes Hilfsmittel für das Stu- 
dium. Vor allem aber erscheint das Werk für jeden 
Mathematiker, der mit modernen mathematischen 
Betrachtungen zu tun hat, von größtem Nutzen. 
Schließlich findet auch der Forscher zahlreiche Ansatz- 
punkte, denn viele interessante Fragen dieser Theorie 
sind bis heute unbeantwortet geblieben. 


Ein ausführliches Literaturverzeichnis (19 Seiten) 
bringt den Anschluß an die Originalarbeiten. 


Dresden P. H. MÜLLER 


Prof. Dr.-Ing. habil. U. Graff und Dr. phil. H.-J. 
Henning, Formeln und Tabellen der mathe- 
matischen Statistik. DBerichtigter Neudruck. 
VII + 104S. m. 9 Abb., 12 Tabellen und 12 Nomo- 
grammen. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1958. Sprin- 
ger-Verlag. Preis Ganzl. DM 12,60. 


Die erste Ausgabe des vorliegenden Buches wurde 
bereits in dieser Zeitschrift (ZAMM 34 (1954), S. 198 
bis 199) ausführlich besprochen und gewürdigt. Im 
Neudruck wurden eine Reihe kleinerer Fehler ausge- 
merzt und die Kurvenblätter E und F umgezeichnet 
sowie die Zahl der Literaturhinweise beträchtlich ver- 
größert. Es ist nicht verwunderlich, daß sich das 
Formel- und Tabellenwerk durch seine glückliche 
Stoffauswahl, seine klare Gliederung und seine ein- 
prägsamen Formulierungen einen großen Kreis von 
Anhängern geschaffen hat, so daß sich ein Nachdruck 
erforderlich machte. Der fleißige Benutzer wird es 
auch als angenehm empfinden, daß dieses kleine Nach- 
schlagewerk jetzt im Ganzleinen-Einband vorliegt. 


G. Opıtz 


Dresden 


Robert L. Sutherland (Ass. Prof., Univ. of Iowa) 
Engineering Systems Analysis. XI + 


m. Abb. Reading (Mass.) 1958. Addison Wesley 


Publishing Comp., Inc. Preis Ganzl. $ 7.50. 


Jeder, der vor Ingenieurstudenten Vorlesungen über 
Höhere Mathematik hält, wird das vorliegende Buch 
mit Gewinn lesen, obwohl an den deutschen Hoch- 
schulen nicht die Umstände herrschen, unter denen es 
entstanden ist. Es ist das Ziel des Buches, dem an- 
gehenden Ingenieur zu zeigen, daß gewisse ‚Unter- 
suchungs- und Lösungsmethoden, die er oft für spe- 
zielle Werkzeuge seines Berufszweiges hält, tatsäch- 
lich allgemeine und mächtige Hilfsmittel sind, die sich 
auch dann mit Gewinn anwenden lassen, wenn es un- 
gewöhnliche Probleme zu bewältigen gilt. Dieses Ziel 
wird vor allem dadurch erreicht, daß der Verfasser 
eine Fülle von Analogien zwischen grundlegenden Auf- 
gaben verschiedener Gebiete herausarbeitet. Der In- 
genieur lernt dabei gleichzeitig, die Probleme des 
Nachbargebietes mit den Augen seines Faches anzu- 
sehen. Er gewinnt dadurch einen größeren Überblick 
und kann sich besser mit den Vertretern anderer 
Disziplinen verständigen, mit denen er zur Behand- 
lung komplexer Aufgaben, z. B. der Steuerung oder 
der Automation, zusammenarbeiten muß. 


Nach einem kurzen historischen Abriß (bis zu den 
mechanischen Modellen für die Maxweuusche Theorie 
zurück) wird eine Klassifikation der Analogien er- 
örtert, wobei die Ähnlichkeit der mathematischen 
Ausdrücke, welche die verschiedenen Systeme be- 
schreiben, im Vordergrund steht. Dann werden 
(makro-)mechanische, elektrische und akustische 
Schwingungen bis zu Systemen mit zwei Freiheits- 
graden getrennt studiert. Das wird jedoch in einer 
Form getan, die es anschließend leicht ermöglicht, 
Systeme der einen Art in Systeme der anderen Art 
qualitativ umzudeuten und die quantitativen Resul- 


. tate wechselseitig zu interpretieren. Dazu wird die 


Verwendung dimensionsloser Größen oder eines uni- 
versellen Maßsystems (GIoR6GI) empfohlen. Dasnächste 
Kapitel bringt eine Einführung in die Dimensions- 
analysis mit Anwendungen auf die Umrechnung der 
Ergebnisse von Modellversuchen. Die Prinzipien der 
Rückkoppelung und Steuerung werden u.a. auch an 
den Bauteilen von Analogrechnern erläutert. Das 
letzte Kapitel über Analog- und Digitalrechner sollden 
Ingenieur vor allem mit den Einsatzmöglichkeiten 
dieser wichtigen Hilfsmittel vertraut machen. 


Das Buch kann von Studenten nach zweijährigem 
Besuch der Hochschule gelesen werden. Jedem Ka- 
pitel sind zahlreiche Aufgaben, insgesamt über 120, 
angefügt, die neben Überlegungen zum Stoff die 
numerische Durchrechnung praktischer Beispiele for- 
dern. Literaturangaben und ein ausführliches Sach- 
verzeichnis ergänzen das anregende Buch. 


Dresden G. Orpıız 


Dr. Ewald Burgers (apl. Prof. a. d. Univ. Frank- 
furt/M.), Einführung in die Theorie der Spiele. 
1698. Berlin 1959. Walter de Gruyter & Co. Preis 
Ganzl. DM 28,—. 


Die vorliegende Neuerscheinung ist als die erste 
deutschsprachige Darstellung der Spieltheorie sehr zu 
begrüßen. Der einführende Charakter des Buches, das 
aus Vorlesungen für Mathematiker und Arbeitsge- 
meinschaften für Wirtschaftswissenschaftler entstan- 
den ist, ist durch Beschränkung im Stoffumfang und 
nicht durch Verzicht auf Strenge erzielt worden. 


Am Schluß des einleitenden ersten Kapitels werden 
die Normalform eines Spieles und dessen gemischte 
Erweiterung definiert. Das zweite Kapitel, über die 
nichtkooperative Theorie allgemeiner Spiele, ist vor 
allem Existenz- und Eindeutigkeitsfragen der Gleich- 
gewichtspunkte, die ein „stabiles“ Verhalten der 


grammin, 


En Wert gw ‚es Spii . örtert. Ei 
bringt die Beweise für einige topologische S > 
für ee kompliziertere Überlegungen be 
werden. ee 
Sieht man von den Ergänzungen in Kleindruck 
kann das Buch schon von Mathematikstudenten bi 
lerer Semester gelesen werden; trotzdem wird durch 
die geschickte Stoffauswahl erreicht, daß der Leser w 
die wesentlichen Züge der Spieltheorie kennenlent. 
Wegen der der Spieltheorie eigenen Denkweise, de 
von der Denkweise anderer mathematischer Diszi- 
plinen in vielem abweicht, ist zur Lektüre ein gründ- 
liches Studium notwendig. F% 
Die zur Illustration eingeflochtenen größeren An- 
wendungsbeispiele stammen aus Wirtschaftslehre und 
Soziologie. Bei Beispielen dieser Art kann es freilich 
leicht eintreten, daß sie den Leser — sei er nun öko- 
nomisch vorgebildet oder nicht — eher vor neue Pro- 
bleme stellen, nämlich sobald er versucht, sich den 
praktischen Nutzen der mit einem so großen mathe- 
matischen Apparat gewonnenen Ergebnisse klarzu- 
machen. Dieses Bedenken soll jedoch niemanden von 
der Lektüre des klar geschriebenen Buches abhalten, 
das seiner Hauptaufgabe voll gerecht wird, in ein- 
wandfreier Weise die mathematische Seite der Spiel- 
theorie darzustellen und eine sichere Grundlage für 
eine eventuelle weitere Beschäftigung mit dem Gegen- 
stand zu schaffen. Auch soll damit kein grundsätz- 
licher Einwand gegen den Wert der Spieltheorie er- 
hoben werden. Das Bestreben, die Stabilität gewisser 
ökonomischer Formen ‚‚mathematisch zu beweisen“, 
hat der Spieltheorie einen großen Aufschwung ge- 
bracht; ihre größte Bedeutung dürfte sie wohl aber 
auf anderen Gebieten gewinnen. E 


Dresden G. Opıtz 


L.Hogben, Statistical Theory. The Relationship 
of Probability, Credibility and Error. 5108. London 
1957. G. Allen & Unwin Ltd. Preis geb. 45 s. 


Dieses Buch richtet sich eigentlich nicht an den 
Mathematiker. Es sollnach der Absicht des Verfassers 
an den Biologen, den Mediziner und den Soziologen ge- 
richtet sein und seine Aufmerksamkeit darauf lenken, 
daß bei der Benutzung von Lehrsätzen aus der Sta- 
tistik stets in jedem konkreten Fall zu untersuchen 
ist, ob die entsprechenden Annahmen erfüllt sind, 
unter denen ursprünglich diese Sätze abgeleitet worden 
sind. Es ist jedoch zu bezweifeln, ob jemand, der die 
Statistik in der Praxis anwenden muß, wirklich zu 
diesem Buch greifen wird. Dem Inhaltsverzeichnis 
nach verspricht das Buch einen recht interessanten . 
historisch-philosophischen Überblick über die Anfänge 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, über die Fehler- 
rechnung und die Herausbildung der klassischen sta- 
tistischen Theorien. In seinen Ausführungen ist das 
Buch jedoch romanhaft weitschweifig, verliert sich 


seitenlang in historische Einzelheiten, es bringt Zitate er 


von erheblichen Umfang, läßt jedoch vielfach eine 
klare Stellungnahme des Verfassers dazu vermissen. 
Das vorgelegte Buch stellt „einen ausgesprochenen 
Luxus in bezug auf die für die Lektüre erforderliche 
Zeit“ dar. „Wer die Mühe nicht scheut, sich in die 
weitschweifigen Darlegungen des Verfassers zu ver- 
tiefen, wird gewiß manche Anregung gewinnen.“ Diese 


| 
| 
| 


/ kritischen Worte sprach M. P. nee uber Szukl 


und Zufall‘ des gleichen Verfassers aus (Zentralblatt. 


für Mathematik 66, 8. 117). Sie treffen auf das vor- 
liegende Buch in gleichen Maße zu. Es wäre gewiß 
interessant, dieses Buch vom philosophischen Stand- 
punkt aus zu untersuchen. Diese Aufgabe hat sich der 
Referent jedoch nicht gestellt. 


Dresden W. RıiCHTER 


 D.K. Cheng, Analysis of Linear Systems. 
XIII + 431 S. m. 272 Abb. London 1959. Addison- 
Wesley Publishing Company. Preis geb. $ 8.50 (64 s). 


Das Buch, dessen Verfasser von der elektrotech- 
nischen Forschung herkommt, ist ein ausgesprochenes 
Lehrbuch, das nach den Absichten des Verfassers in 
-erster Linie für Studierende der Elektrotechnik, aber 
auch für Studierende anderer technischer Disziplinen, 
der Physik und der Angewandten Mathematik be- 

stimmt ist. Es bringt in didaktisch eindringlicher 
Form und in klarer Darstellung die analytischen 
Methoden zur Behandlung linearer Systeme, wie sie 
in elektrischen Netzwerken und analogen mechani- 
schen Gebilden auftreten. Nach einer sich durchweg 
am Technischen orientierenden Einführung des Be- 
griffs „lineares System‘‘ werden kurz die klassischen 
Methoden zur Lösung gewöhnlicher linearer Diffe- 
rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten zu- 
sammengestellt. Dabei wird bereits der Blick auf die 
Operatorenmethode gerichtet, die späterhin nach 
einer Einführung in die FOURIER- undin die LAPLACH- 
transformation im Vordergrund steht. Der Ingenieur- 
student wird es begrüßen, daß auf die Herleitung des 
zu einem Netzwerk gehörigen Systems von Dif- 
ferentialgleichungen und der zugehörigen Anfangs- 
bedingungen ausführlich eingegangen wird. Für die 
nicht nach der Elektrotechnik hin orientierten Leser 
ist ein Kapitel bestimmt, das an instruktiven Bei- 
spielen zu dem einem elektrischen linearen System 
analogen mechanischen hinführt. Dies entspricht 
durchaus der zunehmenden Tendenz, sich auch in der 
Mechanik die in der Elektrotechnik sehr weitgehend 
entwickelten Methoden einschließlich der Symbolik 
nutzbar zu machen. Allerdings wird dieses Ziel ver- 
mutlich erst dann richtig erreicht werden können, 
wenn einmal von der Seite der Mechanik selbst her 
eine entsprechende lehrbuchmäßige Darstellung er- 


folgt. 


In der mathematischen Begründung der Umkehrung 
der LArLAcH-Transformation befleißigt sich der Ver- 
fasser, wie aus seinem Vorwort hervorgeht, einer klu- 
gen Beschränkung. Wo es nötig ist, weist er hier und 
an anderen Stellen, z. B. bei der Impulsfunktion öf(t), 
auf die verborgenen mathematischen Schwierigkeiten 
und auf die diesbezügliche mathematische Literatur 
hin. In dieser Hinsicht kann das Buch als durchaus 
sauber bezeichnet werden. 


Hervorzuheben sind noch das Kapitel über Syste- 
me mit Rückkopplung, wo auch auf die Darstellung 
durch Blockdiagramme und aufdie Stabilitätskriterien 
eingegangen wird, und das Kapitel über Systeme mit 
periodischer Eingabe von Impulsen (sampled-data 
systems), bei dem eine spezielle LapLacz-Transfor- 
mation (Z-Transformation) eingeführt und ihre An- 
wendung gelehrt wird. Ein letztes Kapitel beschäftigt 
sich mit der Anwendung der dargelegten Methoden 
auf spezielle lineare partielle Differentialgleichungen. 
Ein Anhang bringt Bemerkungen zur numerischen 
Lösung algebraischer Gleichungen, wobei vor allem 
das GRAEFFE-Verfahren behandelt wird. 


Eine Fülle von durchgeführten Beispielen und von 
Aufgaben (mit Angabe der Lösung am Schluß des 
Buches) betont den Lehrbuchcharakter dieses Werkes, 
das sich gewiß viele Freunde erwerben wird. 


Dresden H. HEINRICH 
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- P.A.P. Moran, The theory of storage. 1108. 
London 1959. Methuen & Co. Ltd. Preis geb. 135 6d 
net. BL nu y 


Lagerhaltungsprobleme werden etwa seit den letzten 
10 Jahren intensiv studiert. Der Verf. betrachtet zwei 
Typen solcher Probleme: das bekannte Inventory- 
Problem und das sog. Damm-Problem. Das erste 
Problem kann etwa durch die Situation in einem 
Warenhaus veranschaulicht werden (Angebot, Lager- 
haltung, Nachfrage). Das zweite durch.die ent- 
sprechende Situation bei einem Wasserspeicher. Wenn 
man die beiden Probleme schematisiert, zeichnet sich 
das erste dadurch aus, daß der Ausstoß zufallsbedingt 
ist, beim zweiten gilt dasselbe für den Eingang. Es 
geht dem Verf. hauptsächlich darum, mit Hilfe 
stochastischer Prozesse mathematische Modelle für 
diese Probleme aufzustellen. Dabei wird stetsin didak- 
tisch ansprechender Weise von einfachen zu kom- 
plizierteren Modellen übergegangen. Doch stehen rein 
mathematische Aspekte nicht immer im Vordergrund. 
Darüber hinaus — und das ist für die Anwendung sehr 
wichtig und ein besonderer Vorzug dieses Werkchens — 
bemüht sich der Verf. auch, numerische Methoden 
zur Auswertung der Modelle zu behandeln. So werden 
z. B. für das Dammproblem Hinweise für die Anwen- 
dung der Monte-Carlo-Methode gegeben. Das letzte 
Kapitel ist Fragen der optimalen Steuerung der Pro- 
duktion von hydroelektrischen und thermischen 
Kraftwerken gewidmet. Das ist ein sehr wichtiges 
Problem, das z. B. bei der 5. Weltkraftkonferenz in 
Wien 1956 viel diskutiert wurde. Das notwendige 
wahrscheinlichkeitstheoretische Rüstzeug ist in knap- 
per Form im ersten Kapitel zusammengestellt. Trotz- 
dem kann man, ohne gewisse Kenntnisse wahrschein- 
lichkeitstheoretischer Natur mitzubringen, kaum an 
die Lektüre des Buches herangehen. Vieles in diesem 
Buch geht auf Untersuchungen des Verf. und seiner 
Mitarbeiter zurück. Es versteht sich von selbst, daß 
das Literaturverzeichnis keinen Anspruch auf Voll- 
ständigkeit erheben will, doch hätte wohl die eine oder 
andere nicht dem englischen Sprachgebiet angehörige 
Arbeit erwähnt werden können. Allesin allem ist dieses 
kleine Buch, das ein sehr aktuelles Gebiet behandelt, 
eine erfreuliche Neuerscheinung. 


Hamburg L. SCHMETTERER 


Kin N. Tong, Theory of Mechanical Vibration. 
XII -+ 3488. m. 101 Abb. New York/London 1960. 
John Wiley & Sons, Inc. Preis geb. $ 9.75. 


Das höhere technische Schulwesen in den Vereinig- 
ten Staaten hat, so wie es aufgebaut ist, einen überaus 
starken Bedarf an Lehrbüchern für die verschieden- 
sten technischen Fächer, aufunterschiedlichem Niveau 
mit unterschiedlichen Zielsetzungen und auch mit 
unterschiedlichen Ansprüchen an die Vorbildung der 
Benutzer. Um diesen gewaltigen und vielfältigen Be- 
darf zu decken, werben die Verlage viele Autoren an. 
Wo ein junger Lehrer seinen Kurs nicht ganznach dem 
Vorbild eines schon vorhandenen Lehrbuchs abhält, 
sondern in der Lage ist, diesen Kurs etwas selbständig 
zu gestalten, braucht er nur bereit zu sein, die Mühe 
des sorgfältigen Niederschreibens auf sich zu nehmen, 
um seinen Kurs als Buch erscheinen zu sehen. 


Auch das vorliegende Buch über Mechanische 
Schwingungen eines offenbar jungen und tatkräftigen 
Autors ist unmittelbar aus einer solchen Vortrags- 
Niederschrift entstanden. Es behandelt den Stoff 
eines typischen einführenden Kurses über Schwin- 
gungslehre in vier Kapiteln, die der Reihe nach ge- 
widmet sind den Gebilden mit einem Freiheitsgrad, 
mit zwei, mehreren und unendlich vielen Freiheits- 
graden. 

Die Darstellung lehnt sich stark an das in vielen 
Büchern dieser Art Übliche an. In der Methode und in 
den Beispielen geht das Buch an manchen Stellen 
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allerdings über die konventionellen Grenzen ‚hinaus. 
So bemüht sich der Verfasser z. B., Matrizen nicht nur 
als Stenographie zu verwenden, sondern mit einem 
Matrizenkalkül tatsächlich zu arbeiten. Da der Ver- 
fasser von der Mathematik herkommt, wird im ganzen 
Buch die mathematische Seite der Problemein tieferen 
Einzelheiten verfolgt, während die Behandlung der 
physikalischen erheblich primitiver bleibt. 

Die Ausdrucksweise ist an machen Stellen anfecht- 
bar. Wenn aber der Autor seinen Kurs noch mehrfach 
vorgetragen haben wird, werden in einer späteren 
Auflage diese Ungleichmäßigkeiten vermutlich ge- 
glättet sein. Kurz, ein versprechender Auftakt zu 
einem wahrscheinlich einmal guten Buch. 


Darmstadt K. KLoOTTER 


W. Meyer-Eppler, Grundlagen und Anwendun- 
gen der Informationstheorie. (Kommunikation 
und Kybernetik in Einzeldarstellungen, Band I.) 
XVIII -+ 446 S. m. 178 Abb. u. 1 Tafel. Berlin/Göt- 
tingen/Heidelberg 1959. Springer-Verlag. Preis geb. 
DM 98,—. 

Das vorliegende Werk enthält in etwa handbuch- 
artiger Form einen Überblick über viele Teile der ge- 
samten Informations- oder Kommunikationstheorie, 
wobei die physiologisch-psychologischen Aspekte, 
vor allem die Rolle des Menschen als Informations- 
empfänger, überwiegen. Kaum eine Seite, auf der 
nicht mehrere neue Begriffe eingeführt werden; Defi- 
nitionen dominieren gegenüber Resultaten. Das In- 
haltsverzeichnis füllt 6, das Namensverzeichnis 5 und 
das Sachverzeichnis 36 Seiten, und so kann der Inhalt 
des Buches im folgenden nur kurz angedeutet werden. 

An eine kurze Beschreibung der ‚„Kommunikations- 
kette‘ im allgemeinen, in der der Perzipient stets ein 
menschliches Wesen ist, schließt sich ein Kapitel über 
„Strukturtheorie der Signale‘, das sich auf die Spek- 
tralanalyse stützt. Hier werden zunächst die von einer 
gegebenen Fehlerschranke abhängenden Begriffe der 
effektiven Zeitdauer und Bandbreite und des Struk- 
turgehaltes eines Signals erklärt. Angelpunkt der Un- 
tersuchungen sind jedoch die Reduktion von Signalen 
beschränkter Bandbreite auf diskrete Signale und 
damit zusammenhängende Begriffe wie Nyquıst-In- 
tervall, metrische Information, Informationsvolumen, 
Binärkodierung usw. Auch später treten praktisch 
immer nur diskrete Signale auf. In einem Kapitel über 
„Eigenschaften linearer Übertragungssysteme“, die 
Signale durch ein Faltungsintegral mit stationärem 
Kern transformieren, wird vor allem die Volumen- 
kapazität des Systems definiert als das Maximum des 
ausgesandten Informationsvolumens, das mit einer 
gegebenen maximal zulässigen Verkleinerung des In- 
formationsvolumens verträglich ist. 

In den drei folgenden Kapiteln ‚Symbolstatistik“, 
„„Gestörte Systeme“ und ‚Sicherung gegen Über- 
tragungsfehler‘ stellt der Verfasser einige Gedanken 
der neueren wahrscheinlichkeitstheoretischen Infor- 
mationstheorie dar. Hier erscheinen also Begriffe wie 
Entropie, Redundanz und andere statistische Charak- 
teristiken eines Kollektivs, sodann, eng an die klassi- 
sche Suannonsche Arbeit anschließend, aus Symbol- 
aggregaten bestehende Kollektive und ihre Beschrei- 
bung durch MArkorrfsche Prozesse sowie Kodierungs- 
fragen. Die Wahrscheinlichkeiten von Symbolen wer- 
den dabei als ihren Häufigkeiten innerhalb eines 
gegebenen endlichen Kollektivs proportional ange- 
sehen, doch ist der Begriff des Kollektivs und des 
stochastischen Prozesses äußerst vage gefaßt, zumal 
im ersten Absatz des Abschnitts über Symbol- 
aggregate (S. 70) Kollektive von Symbolen und von 
Symbolaggregaten durcheinander kommen. Weiterhin 
werden die Transinformation (richtig übertragene In- 
formation, rate of transmission) eines diskreten Über- 
tragungssystems und deren Maximum über alle mög- 
lichen Quellenverteilungen, die Symbolkapazität, de- 


finiert und einige spezielle Kodes beschrieben, die all- 
gemeine Theorie der Kodierung jedoch so gut wie gar 
nicht berührt, ja nicht einmal definiert, was der 
Begriff eines Kodes im letztgenannten Kapitel eigent- 
lich bedeuten soll. 2 

Der zweite Teil des Buches, wohl der interessantere, 
befaßt sich im wesentlichen mit der Perzeption von 
Signalen durch den Menschen. Dabei spielen aller- 
dings mathematische Methoden nur eine ganz geringe 
Rolle, so daß in diesem für eine mathematische Zeit- 
schrift bestimmten Referat kaum mehr als die Ka- 
pitelüberschriften angegeben werden soll: ‚Die Sinnes- 
organe als Informationsempfänger“, „Signale und 
Zeichen“ (mit der allgemeinen Definition von Taxen 
und Taxemen), sodann, speziell, „Akustische und 
optische Valenzklassen als Zeichenträger“, „Form- 
strukturen und Konstruktionen“ (Struktur der Spra- 
chen) und schließlich ‚‚Die gestörte sprachliche Kom- 
munikation“. 

Das Buch wird wegen seines umfassenden Charak- 
ters und der vielen Literaturhinweise von allen gern 
benutzt werden, die sich, von der Mathematik oder 
anderen Gebieten herkommend, für seinen Gegen- 
stand interessieren. Als Lehrbuch allerdings wird es 
dem ‚‚arglosen Leser“ (S. 62), dem das Feld fremd ist, 
nicht leicht fallen, und diesem Leser, sei er Mathe- 
matiker oder nicht, wäre z.B. die vorbereitende 
Lektüre des schönen Büchleins der Brüder JAGLom zu 
empfehlen. In der Tat wird im vorliegenden Werk die 
Fülle des Stoffes meist ohne Akzentuierung oder Be- 
wertung und oft ohne Unterscheidung von Wesent- 
lichem oder Unwesentlichem dargeboten. Dies zeigt 
sich z.B. beim Übergang vom 2. Kapitel (Struktur 
der Signale) zum 4. (Symbolstatistik). Daß es sich um 
eine grundlegende Änderung der Betrachtungsweise 
handelt, eben den Übergang zur wahrscheinlichkeits- 
theoretischen, erfährt man nirgends explizit und kann 
es nur schwer erkennen. Statt dessen wird die Ein- 
führung der Entropie mit manchen unwesentlichen 
Einzelheiten beladen wie Bandbreite und Amplitude 
eines Signals (obwohl ausschließlich diskrete Signale 
eine Rolle spielen), Binärkodierung und Kodierungs- 
verlust u.a. Handin Hand mit dieser Darstellungsart 
geht häufig eine gewisse Unbestimmtheit in der Be- 
schreibung des Rahmens, in dem sich die jeweilige 
Untersuchung abspielt, und der zugrunde gelegten 
Voraussetzungen, und überhaupt eine gelegentliche 
Ungenauigkeit der Formulierungen. Beispiele hierfür 
wurden schon genannt; weitere wären: Die Definition 
der metrischen Information, die der Linearität (Fuß- 
note auf 8.40), die dritte Grenzwertgleichung auf 
S. 55., der Begriff des effektiven Symbolvorrats eines 
„offenen“ Symbolinventars, die Argumentation über 
Wägeexperimente (S. 67, Z. 25—27), der Grenzüber- 
gang auf S. 127, die Einteilung des sensorischen Wahr- 
nehmungsraums in Zellen auf S. 208 nebst Definition 
der maximalen k-parametrigen Valenzkapazität und 
das auf S.246 beschriebene Verfahren des differen- 
tiellen Anschlusses, die beide der vorher betonten 
Nichttransitivität der sensorischen Äquivalenzrelation 
widersprechen. Auch die Erklärung des zentralen Be- 
griffs „Zeichen“ und damit des Begriffs ‚‚Taxem‘ er- 
scheint dem Ref. recht unklar; sie geschieht durch eine 
Art impliziter, aber sehr unvollständiger Definition. 
Schwächen dieser Art, die bei der notwendigerweise 
gedrängten Darstellung wohl kaum zu vermeiden 
sind, werden die Nützlichkeit des Buches sicher nicht 
verringern. 


Heidelberg K. KRICKEBERG 


W.L. Wilkinson, Non-Newtonian Fluids. Fluid 
Mechanics, Mixing and Heat Transfer. XIV + 138 8. 
m. 70 Abb. London 1960. Pergamon Press. Preis 
geb. 373.6d. 


Das Buch ist in einer Reihe von Monographien 
„Chemical Engineering“ erschienen. Im Vorwort 


ee 
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_ grenzt der Verfasser seine Zielsetzung deutlich genug 


1 


gegenüber der des physikalischen Chemikers oder des 


theoretischen Rheologen ab: “The en work is. 


concerned with what might be termed the engineering 
approach, that is to say, the development of quanti- 
tative design procedures based on the measured pro- 
perties of real fluids.’” Der so begrenzten Zielsetzung 
wird das Buch in einer klar und leicht lesbaren Dar- 
stellung gerecht. Vom Titel des Werkes her gesehen 
hätte man freilich ein wenig von der eigentlichen 
Theorie der hier behandelten Medien erwartet und ist 
dann enttäuscht. Die Stärke des Buchs liegt in der oft 
geradezu erschöpfenden Detaildarstellung experi- 
menteller Methoden, Apparaturen und Meßergebnisse, 
in denen sich etwa ein lernbegieriger Fachmann des 
Gebiets der ‚‚normalen‘“ (N#wroxschen) Flüssigkeiten 
nach einem guten einführenden Kapitel über Defi- 
nition und Klassifikation der nicht-Newronschen 
Flüssigkeiten bald verloren sieht. Die Kapitel über 
Mischungsvorgänge und über Wärmeübergang fallen 
gegenüber den übrigen ab. Der theoretische Rheologe 
mag in dem Buch eine heilsame Konfrontierung mit 
den harten Realitäten auf der experimentellen Seite 
seines Wissensgebietesfinden. Einen wirklichen Nutzen 
bietet das Buch aber nur dem Ingenieur in der Praxis, 
der mit den hier behandelten Medien umgehen und 
sinnvoll operieren muß, und der daher in erster Linie 
wissen will, wie man messend zu verwendbaren Daten 
und brauchbaren Verfahrensweisen kommt. Hierzu 
findet er in dem Buche wohl alles, was man auf diesem 
verwickelten Gebiet machen kann. 


Freiburg i. Br. W. O. CRIMINALE u. H. GÖRTLER 


J.E. Ruzicka, Structural Damping. IV + 


"165 $.m. 75 Abb. Oxford 1960. Pergamon Press Ltd. 


Preis brosch. 30 s net. 


Das Buch enthält sieben voneinander unabhängige 
Abschnitte, in denen von verschiedenen Autoren Pro- 
bleme der Strukturdämpfung behandelt werden. Dabei 
versteht man unter Strukturdämpfung die Dämpfung 
zusammengesetzter Bauelemente (z.B. Sandwich- 
platten). 

Im ersten Abschnitt wird die Bedeutung der 
Strukturdämpfung im Maschinenbau behandelt und 
die Benennungen und Einheiten zur Beschreibung der 
Dämpfung festgelegt. Der zweite Abschnitt behandelt 
die Gleiterscheinungen an den Kontaktflächen der 
Strukturen und an Maschinenverbindungen. In Ab- 
schnitt drei werden Plattenschwingungen bei Ver- 
wendung von Dämpfungsauflagen und bei Sand- 
wichplatten besprochen. Abschnitt vier betrachtet 
die Dämpfungskräfte bei verschiedenen Auflager- 
verbindungen. Im fünften Abschnitt wird über Meß- 
methoden zur Ermittlung der Dämpfung gesprochen. 
Der sechste Abschnitt bringt Hinweise für eine ge- 
eignete Auswahl des Strukturmaterials. Im siebenten 
Abschnitt findet man eine Literaturzusammenstellung 
mit hundert Titeln über das Gebiet der Struktur- 
dämpfung. 


Dresden F. HOLZWEISZIG 


H. Wolf, Ausgleichungsrechnung nach der 
Methode der kleinsten Quadrate. Lieferung 1, 
488. m. 31 Abb. Hamburg 1960. Hanseatische Ver- 
lagsanstalt. Preis brosch. DM 6,80. 


Von obigem Titel liegt nunmehr die erste der vor- 
gesehenen zehn Teillieferungen vor. Es handelt sich 
hier um ein Werk, das vorzugsweise für die Stu- 
dierenden und Fachleute des Vermessungswesens ge- 
dacht ist. Mit seinen geplanten 480 Seiten wird es 
etwa den doppelten Umfang des zur Zeit beliebtesten 
deutschsprachigen Buches über Ausgleichungsrech- 
nung von GROSSMANN haben. Es soll gemäß den aufder 


= 


Buchbesprechungen 


Umschlagseite gemachten Angaben bei Beibehaltung 
der klassischen Schreibweise und Einteilung über 
GROSSMANN hinausgehend auch u.a. einiges von den 
Themen Matrizenrechnung und Ausgleichung trigo- 
nometrischer Netze beinhalten und wird vor allem eine 
größere Anzahl von Beispielen und Übungsaufgaben 
bringen. 


Die erste Lieferung enthält im wesentlichen das - 


Kapitel Fehlerlehre. Zahlreiche, geschickt aus den 
verschiedensten Gebieten des Vermessungswesens 
ausgewählte Beispiele und Übungsaufgaben machen 
dem sich in die Materie Einarbeitenden das Verständ- 
nis des Stoffes leicht. Im selben Sinne wirken auch die 
oft vernachlässigten, hier aber vorgeführten graphi- 
schen Lösungen der Fehlerübertragung. Besonders zu 
beachten sind die den meisten Abschnitten angehäng- 
ten ‚Bemerkungen‘, die zahlreiche kleine Hinweise 
auf oft vorkommende Fehler, kleine Rechenkniffe 
usw. enthalten. Hier zeigt sich, daß der Autor nicht 
nur Wissenschaftler, sondern ein ebenso erfahrener 
Praktiker der Ausgleichungsrechnung ist. 

Man darf auf die weiteren Lieferungen gespannt 
sein und wohl erwarten, daß der ‚‚Wolf“ eine be- 
merkenswerte Bereicherung der Literatur zum Gebiet 
der Ausgleichungsrechnung und eine wertvolle Er- 
gänzung zum Hochschulunterricht für Geodäten wer- 
den wird. 


Dresden G. REISSMANN 


M.A. Neumark, Lineare Differentialoperato- 
ren. XII + 3948. Berlin 1960. Akademie-Verlag. 
Preis geb. DM 44,—. 


Differentialoperatoren (im folgenden mit DO be- 
zeichnet) spielen in der Mathematik und mathe- 
matischen Physik eine große Rolle, z. B. bei Anfangs- 
und Randwertproblemen gewöhnlicher und partieller 
Differentialgleichungen oder in der Quantenmechanik, 
für die die Spektraltheorie der DO der geeignete mathe- 
matische Zugang ist. Die Verarbeitung der wichtig- 
sten Ergebnisse diesbezüglicher Originalarbeiten zu 
einer modernen geschlossenen Darstellung war für 
lange Zeit ein großes Desideratum. Däher ist es zu 
begrüßen, wenn das von dem namhaften Forscher 
M. A. NEUMARK in Moskau 1952 herausgegebene Werk 
nunmehr auch in einer deutschen Ausgabe vorliegt. 
Es ist eine Darstellung, die einmal für Studierende 
(mittlerer Semester, vertraut u.a. mit den grund- 
legenden Tatsachen über das LeBes@uzsche Integral) 
ein wertvolles und pädagogisch ganz vorzügliches 
Lehrbuch bedeutet, darüber hinaus aber vor allem für 
den wissenschaftlich Arbeitenden eine zuverlässige 
Quelle ist. Auf verschiedene noch ungelöste Frage- 
stellungen wird hingewiesen. Zur Erleichterung für 
den Leser werden alle erforderlichen Tatsachen — im 
besonderen aus der Funktionalanalysis — im Buche 
selbst entwickelt. So findet man nach einer Einfüh- 
rungin den HırserTtschen Raum eine in der Stoffülle 
ausführliche und fast vollständig bewiesene Spektral- 
theorie selbstadjungierter Operatoren sowie eine kom- 
plette Erweiterungstheorie symmetrischer Operatoren. 
Das Hauptthema, die Theorie linearer DO, wird in 
zwei Teilen behandelt. Der erste bringt grundlegende 
Tatsachen im wesentlichen unter Beschränkung auf 
klassische Methoden (Grernsche Funktion eines 
linearen DO, asymptotisches Verhalten der Eigen- 
werte und Eigenfunktionen, Entwicklung nach Eigen- 
funktionen). Bemerkenswert hierin ist die Erwei- 
terung der Betrachtungen auf DO von Vektorfunk- 
tionen. Der zweite Teil ermöglicht mit Hilfe der bereit- 
gestellten modernen Verfahren eine elegante und 
gründliche Darstellung im besonderen symmetrischer 
DO und ihrer Spektraltheorie, einschließlich .Stö- 
rungsuntersuchungen. In einem gesonderten Para- 
graphen werden die Beziehungen zur Quantenmecha- 
nik durch Beispiele erläutert. Das abschließende Ka- 
pitel ist der Umkehrung der SrurM-LiouviLteschen 
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griffe im Druck erleichtert die Benutzung des Buches 


selbst erkennen. 


Dresden P. H. MüLLER 


Prof. Dr.-Ing. habil. U. Graf y und Dr. phil. H.-J. 
Henning, Statistische Methoden bei textilen 
Untersuchungen. 3. berichtigter Neudruck. XI + 
291 8. m. 71 Abb., 10 Tabellen u. 10 Kurvenblättern. 
Berlin/Göttingen/Heidelberg 1960. Springer-Verlag. 
Preis geb. DM 37,50. 

Die Änderungen gegenüber den beiden ersten 
Auflagen (vgl. ZAMM 34 (1954), S. 240) bestehen in 
kleineren Richtigstellungen und der einheitlichen 
Handhabung des Prozentzeichens entsprechend der 
Relation 1 = 100%. Außerdem wurde eine termino- 
logische Bereinigung im Zusammenhang mit dem Be- 
griff des Vertrauensbereiches durchgeführt und deut- 
licher klarzustellen versucht, daß Vertrauensbereich 
und Vertrauensgrenze nur für die Kennzahl (= den 
Parameter) der Grundgesamtheit gelten. Das Li- 
teraturverzeichnis wurde weitgehend ergänzt. 

Die Bestrebungen, die theoretische Grundlegung 
durch die Änderung weniger Floskeln sauberer zu ge- 
stalten, muß man leider als mißglückt ansehen. Nach 
wie vor wird versucht, den Begriff der statistischen 
Sicherheit (Abschnitt, D) am ungeeigneten Objekt, 
nämlich dem Vertrauensintervall zu erläutern. Das 
dazu angegebene Beispiel hat wiederum nichts mit 
dem Vertrauensintervall und im Grunde auch nichts 
mit statistischer Sicherheit zu tun. Der Begriff des 
statistischen Tests dagegen wird ängstlich vermieden, 
und so kommt es zu keiner klaren Trennung der beiden 
Komplexe: Tests — Vertrauensintervalle. Wie wenig 
eine wirkliche Klärung der Zusammenhänge erreicht 
wurde, seinoch an zwei zufällig herausgegriffenen Bei- 
spielen demonstriert. Am Anfang von E.1. (unmittel- 
bar unter Abschnitt D!) liest man: ‚Die wichtigste 
Frage bei textilen Untersuchungen betrifft den Mittel- 
wert aus einer Stichprobe und seinen Vertrauens- 
bereich“. Und auf S. 97 (Beispiel 43) wird aus einer 
Stichprobe der Schluß gezogen: „Mit 95%iger ein- 
seitiger statistischer Sicherheit ist als obere Ver- 
trauensgrenze der m.qu. Abw. 9 = 35,6g zu er- 
warten, ...'. 

Referent hält diese Feststellungen für nötig, ob- 
wohl er den Gebrauchswert des Buches hoch ein- 
schätzt (vgl. die oben zitierte Besprechung) und sich 
bewußt ist, daß viele Praktiker der Textiltechnik 
(noch ?) nichts von derartigen „Spitzfindigkeiten“ 
wissen wollen und auf ‚ihren‘ GRrAF-HENNING 
schwören. Auch diese Einstellung hat ihre Berechti- 
gung; ist es doch eine große Leistung der beiden Ver- 
fasser, dieses Buch herausgegeben zu haben, das sich 
in wohltuender Weise von vielen anderen populär- 
statistischen Veröffentlichungen unterscheidet und 
bei welchem kaum die Gefahr besteht, daß die Statistik 
durch unsachgemäße Anwendung und die daraus re- 
sultierenden Enttäuschungen diskriminiert wird. 
Doch im gleichen Maße, wie der Praktiker im Zuge 
der Entwicklung in die neue Disziplin immer tiefer 
eindringt, wächst die Notwendigkeit, begriffliche Klar- 
heit anzustreben, unsd was 1952 eine Pioniertat war, 
kann ein knappes Jahrzehnt später schon mit anderen 
Augen angesehen werden. 


Dresden G. Orımz 


"nannten Strömungen transformieren). Abschn. IV 
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gang zur „pseudologarithmischen“ Ebene, Dualität 
kompressibler und inkompressibler Strömungen, Kon 
vergenzuntersuchungen der Bereman-Reihen für dies F 
Lösungen der transformierten CHarLysın-Gleichung, £ 
Näherungslösungen bei. vereinfachten Druck-Diehte- 
Beziehungen). Abschn. III Stoßwellenfreie Über- 
schallströmungen (BERGMAN-Operatoren, die Lösun- 
gen von %z — Uyy = 0 in Stromfunktionen derge- 


Schalldurchgangsströmungen (BEBGMAN-Operatoren 
2. Art, ze im Fall der Teıcomr-Glei- 
chung und der exakten Kompressibilitätsgleichung). 
Abschn. V Rotationssymmetrische Strömungen (Nä- 
herungen durch Iteration). Abschn. VI Singulari- 
täten. Abschn. VII Andere Verfahren zur Behand- 
lung kompressibler Strömungen. Der restliche Teil des 
Buches enthält Formelzusammenstellungen, Funk- 
tionentafeln, Beispiele und einige von Davıs und 
RABINOWwITZ auf dem SEAC durchgeführte Berechnun- 
gen von Unterschallströmungen. 


Das vorliegende Buch, dessen Grundlagen frühere 
Veröffentlichungen des Verfassers im Österr. Ing. 
Arch. (1952—56) bilden, dürfte dem Hydro- und Aero- 
dynamiker, der sie BERGMAN-Operatoren bei der Lö- 
sung praktischer Probleme verwenden will, eine nütz- 
liche Hilfe sein. 


Graz E. Kreyszı 


G. Hoheisel, Gewöhnliche Differentialglei- 
chungen. (Sammlung Göschen, Band 920). 6. Aufl. 
128 8. Berlin 1960. Walter de Gruyter & Co. Preis 
brosch. DM 3,60. 


Das bekannte Göschenbändchen über ‚‚Gewöhn- 
liche Differentialgleichungen“ hat in seiner 6. Auflage 
eine Neubearbeitung erfahren. Gegenüber der 5. Auf- 
lage sind die Existenz- und Eindeutigkeitssätze an den 
Anfang des Kapitels über Differentialgleichungen 
1. Ordnung gesetzt worden. Selbständige Abschnitte 
über ‚Sätze im Großen“ und über die „Abhängigkeit 
der Integrale von Anfangswerten und Parametern“ 
erweitern die Theorie dieses Kapitels, das mit den 
Differentialgleichungen m-ter Ordnung abschließt, 
wesentlich. Im 2. Kapitel werden die linearen Dif- 
ferentialgleichungen und ihre Integration mittels der 
Greenschen Funktion behandelt. Das 4. Kapitel über 
Randwertaufgaben und die damit im Zusammenhang 
stehenden Eigenwertprobleme hat gegenüber dem der 
5. Auflage keine grundsätzliche Änderung erfahren, 
Der Sturmsche Nullstellensatz, die Sätze über Null- 
stellenverteilung und die Oszillationskriterien für 
die Differentialgleichung 1%" + Q&)y=0 sind in 
einem abschließenden Kapitel dargestellt. 


a Er *- „e Au = u. 5 r 
f es Der theoretische Inhalt dieses Göschenbandes hat 
durch die Neubarbeitung an Allgemeinheit und Syste- 
_ matik beträchtlich gewonnen. Ex 


Freiberg/Sa. 


A. KnEscHkE 


6. Hoheisel, Partielle Differentialgleichun- 
gen. (Sammlung Göschen, Band 1003.) 4. Aufl. 
1308. Berlin 1960. Walter de Gruyter & Co. Preis 
brosch. DM 3,60. 


Gegenüber der 3. Auflage von 1953 weist die nun- 
mehr vorliegende 4. Auflage keine Änderungen auf. 
Ich kann mich daher darauf beschränken, die Ka- 
pitelinhalte anzugeben. In der dem Verfasser eigenen 
knappen, aber klaren und eindringlichen Darstellungs- 
weise werden die Differentialgleichungen 1. Ordnung 
mit zwei und allgemein mit n Veränderlichen, die 
Systeme mit einer und mehreren unbekannten Funk- 
tionen und die Differentialgleichungen 2. Ordnung 
mit zwei unabhängigen Veränderlichen behandelt. 

Das Bändchen gibt einen umfassenden Einblick in 
die klassischen Integrationsmethoden der partiellen 
- Gleichungen und kann als bewährter Führer in dieses 
Gebiet der Analysis sehr empfohlen werden. 


Freiberg/Sa. A. KnEscHKkE 


Advances in Computers, Vol. 1. X + 3168. 
New York/London 1960. Academic Press. Preis geb. 
$ 10.00. 


Will man sich über ein Wissensgebiet, das in einer 
besonders raschen Entwicklung begriffen ist, einiger- 
_ maßen vollständig orientieren, so ist man fast aus- 
schließlich auf das Studium der Originalarbeiten in 
den verschiedenen Fachzeitschriften angewiesen, da 
Handbücher zu ihrer Herstellung eine so lange Zeit 
erfordern, daß bis zu ihrem Erscheinen die Entwick- 
lung weit vorangeschritten sein kann. 

Hier soll mit dem vorliegenden Werk auf dem Ge- 
biet der modernen Rechentechnik eine Lücke ge- 
schlossen werden. Der 1. Band dieser neuen Serie 
enthält eine Reihe verschiedener zusammenfassender 
Artikel über besonders aktuelle Teilgebiete der mo- 
dernen Rechentechnik. Folgende Autoren haben zum 
Gelingen dieses Vorhabens beigetragen: 


CALVIN C. GOTLIEB: General-Purpose Program- 
ming for Business Appli- 
cations, 

Numerical Weather Pre- 
diction, 

The Present Status of 
Automatic Translation of 
Languages, 

Programming Computers 
to Play Games, 

Machine Recognition of 
Spoken Word, 


GEORGE W. REITWIESNER: Binary Arithmetic. 


Jeder Beitrag gestattet eine schnelle und relativ 
vollständige Orientierung über das jeweilige Spezial- 
gebiet. Umfangreiche Literaturverzeichnisse sind je- 
dem Artikel beigefügt. Auf den Inhalt im einzelnen 
einzugehen, ist bei der Fülle des in prägnanter Fassung 
gebotenen Materials nicht möglich. Beispielsweise sei 
nur erwähnt, daß im Artikel von YEHosHUA BAR- 
Hirreu über die Arbeit von 23 Sprachübersetzungs- 
gruppen der verschiedensten Länder berichtet wird. 

Das Buch kann allen wärmstens empfohlen werden, 
die auf dem Gebiet der modernen Rechentechnik tätig 


sind. 


NORMAN A. PHILLIPS: 


YzEHosHuUA BaArR-HILLEL: 


ARTHUR L. SAMUEL: 


RıCHARD FATEHCHAND: 


Dresden H. ADLER 
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E. Göllnitz, H. Najuch, S. Hösel, Differential- 
und Integralrechnung für Fachschulen des Ma-_ 
schinenbaus. 4. Aufl. X + 226 8. m. 143 Abb. Leip- 
zig 1960. Fachbuchverlag. Preis geb. DM 10,80. 


Die Studierenden der Ingenieur- und Fachschulen 
werden. das Erscheinen der 4. Auflage des genannten 
Werkes sehr begrüßen, da ein anderes für diesen 
Leserkreis geeignetes Mathematik-Lehrbuch bisher 
nicht greifbar ist. Es ist begreiflich, daß die mathe- 
matische Strenge sehr oft durch eine anschauliche 
Plausibilitätsbetrachtung ersetzt wird. Das Buch 
macht den Leser mit der Technik des Differenzierens 
und Integrierens bekannt und bringt zahlreiche An- 
wendungen. Anschließend werden die Grundlagen der 
Theorie der Potenzreihen behandelt und einige Sätze 
über gewöhnliche lineare Differentialgleichungen an- 
geführt. Schließlich wird der Leser auch mit einigen 
a) und graphischen Verfahren bekannt ge- 
macht. 


Dresden H. Bıauy ° 


G. Meyer, Elektronische Rechenmaschinen 
und ihr Einsatz in der kaufmännischen Verwaltung 
von Industriebetrieben. 154 S. m. 1.Falttafel. Würz- 
burg 1960. Physica-Verlag. 


Sind die programmgesteuerten elektronischen Zif- 
fernrechenautomaten zunächst mit der Zielsetzung 
für wissenschaftlich-technische Berechnungen ent- 
wickelt worden, so kommt gerade den Firmen, die 
bis dahin nur Lochkartenmaschinen hergestellt haben, 
das Verdienst zu, diese Anlagen reif für kommerzielle 
Zwecke gemacht und ihnen damit ein breiteres An- 
wendungsgebiet eröffnet zu haben. Nun verlangt der 
Einsatz elektronischer Rechenmaschinen in der Wirt- 
schaft sehr sorgfältige Vorbereitungen und Überle- 
gungen bedingt durch die Problematik der Umstellung 
auf automatische Abrechnung. Einen Überblick über 
die betriebswirtschaftlichen Fragen zu geben, die 
beim Einsatz elektronischer Rechenmaschinen in In- 
dustrie- und Wirtschaftsbetrieben entstehen, ist das 
Ziel des vorliegenden Buches. 

Einleitend wird der ökonomische Einsatz solcher 
Anlagen in Abhängigkeit von der Betriebsgröße be- 
handelt, wobei der Verfasser in der zeitbedingten Ten- 
denz zum Großbetrieb günstige Aussichten für einen 
auch weiterhin verstärkten Einsatz solcher Rechen- 
automaten sieht. 

Bei der Erörterung der Fragen zur Technik und 
Programmierung des Rechenautomaten werden zu- 
gleich die wichtigsten Gesichtspunkte für die Beur- 
teilung solcher Anlagen erarbeitet, wobei die Art der 
Darstellung sich der Zielsetzung des Buches ent- 
sprechend an Wirtschaftspraktiker, Unternehmer und 
leitende kaufmännische Angestellte wendet. Beson- 
dere Sorgfalt wird den Problemen entgegengebracht, 
die aus der Umstellung der kaufmännischen Ver- 
waltung auf elektronische Rechenmaschinen erwach- 
sen. Nach Darbietung typischer Anwendungsbeispiele 
aus Lohn- und Gehaltsabrechnung, Fakturierung und 
Buchhaltung geht der Verfasser auch auf Problem- 
stellungen des Operations-Research ein. Fragen hin- 
sichtlich der Zuverlässigkeit solcher Automaten wer- 
den vom Blickpunkt der Technik und Programmierung 
wie auch der Revision aus behandelt. Zur Organi- 
sation eines Rechenzentrums bietet der Verfasser 
wertvolle Erfahrungen, die um so beachtlicher sind, 
da sie offenbar auf seiner eigenen beruflichen Tätig- 
keit als Organisator in der Industrie beruhen. Die 
durch den Einsatz elektronischer Rechenmaschinen 
entstehenden sozialen Probleme werden aus dem 
Blickwinkel der kapitalistischen Wirtschaft gesehen. 
Das Buch ist lebendig und sachlich geschrieben und 
wird allen, die an den Fragen einer Umstellung eines 
Wirtschaftsbetriebes auf automatische Abrechnung 
interessiert sind, ein wertvoller Berater sein. 

Jena W. KÄMMERER 
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Mathematical Tables. XLVI-+ 5868. Oxtord/ 
London/New York/Paris 1960. Pergamon Press. Preis 
geb. £5 5s. net. ern 

Das vorliegende Buch ist eine von D.G. Fey 
sorgte Tune des 1956 in Moskau erschienenen 
Werkes. Es umfaßt die bis 1952 in Einzelveröffent- 
lichungen und bis 1953 in Zeitschriften erschienenen 
mathematischen Tafeln. (Eine Übersetzung des ersten 

änzungsbandes, der die Neuerscheinungen bis 
1958 berücksichtigt, ist inzwischen ebenfalls durch 
Pergamon Press veröffentlicht worden.) : 

Ein sehr ausführliches Inhaltsverzeichnis erleichtert 
die Benutzung des Buches, das im ersten Teil — nach 
Funktionen bzw. Operationen in 15 Kapitel unter- 
teilt — Angaben über Genauigkeit und Schrittweite 
der mit Hinweis-Nrn. zitierten Tafeln bringt. Im 
zweiten Teil folgen in der gleichen Unterteilung ent- 
sprechend den Hinweis-Nrn. des ersten Teiles in je- 
weils alphabetischer Anordnung: Autor, Titel, Verlag, 
Veröffentlichungsort und -jahr der Tafeln. Ein 
Autorenregister und ein für diese Ausgabe hinzuge- 
fügter Anhang der Übersetzungen der Titel in ky- 
rillischer Schrift vervollständigen den tadellos aus- 
gestatteten Band. 


Dresden A. SCHUBERT 


K. Swainger, Analysis of Deformation. XXVII 
+ 370 S. m. 57 Abb. London 1959. Chapman & Hall. 
Preis geb. 75 s net. 


Der dem Rezensenten vorliegende vierte Band des 
problematischen Werkes — die ersten drei Teile sind 
im Band 35 (1955), S. 198 und im Band 37 (1957), 
S.238 dieser Zeitschrift besprochen worden — ist 
ebenso wie die ersten Bände auf der Idee des Verfassers 
aufgebaut, das gesamte Gebiet der Deformation von 
Medien (elastische, plastische, flüssige, viskoelastische 
usw.) ausschließlich durch lineare Differentialglei- 
chungen zu beschreiben. Dazu werden die in dem 
ersten Band eingeführten Beziehungen zur Ermittlung 
von Schwingungen in Körpern benutzt. Die den Le- 
sern dieser Zeitschrift bekannten Theorien zur Be- 
schreibung dieser Vorgänge werden im Sinne des Au- 
tors kritisch geprüft. Ein — allerdings schlechter — 
Eindruck des Buches ‚‚Analysis of Deformation‘‘ wird 
erhalten, wenn man in dem die Geophysik betreffenden 
Abschnitt liest, daß: 1. eine einheitliche mechanische 
Theorie der Ursachen von Erdbebenwellen gegeben 
wird, 2. die Entstehungsweise der Mondkrater be- 
schrieben wird, 3. auf Vulkantätigkeit auf dem Mond 
eingegangen wird und daß ferner der wesentliche 
Grund der Sonnenflecken in vulkanischen Störungen 
der äußeren Schichten eines ‚‚Sonnenkörpers‘‘ liegt, 
über dem sich eine glühende Hülle befindet. Genauso 
wie die ersten Bände wird auch der vorliegende Teil zu 
Diskussionen Anlaß geben. 

Der Verfasser plant einen fünften Band ‚‚Plates and 
Shells‘“ und einen sechsten Band ‚‚Atomistie Effects‘, 


Freiberg/Sa. D. RÜDIGER 


1.Szab6, Repertorium und Übungsbuch der 
Technischen Mechanik. VII + 273 S. m. 254 Abb. 
Berlin/Göttingen/Heidelberg 1960. Springer-Verlag. 
Preis geb. DM 24,—. 


Mit diesem ‚‚Repertorium‘‘ hat sich der Autor eine 


A.V. Lebedevr and R.M. Fedorova, A Guide to 


allen Studierenden für die 
dem Gebiete der Mechanik ein wertvolles 
sein. 


“ 


Freiberg/Sa. D. RüpIGER 


W.Stampf, Der durchlaufende Bogenträger 


auf elastischen Stützen mit und ohne Ver- 
steifungsträger. VIII + 19658. m. 206 Abb. u. 
2 Tafeln. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1960. Sprin- 
ger-Verlag. Preis geb. DM 37,50. 


Das Werk enthält ausführliche Rechenvorschriften 
für die statische Berechnung durchlaufender Bogen- 
träger mit und ohne Versteifungsträger auf elastischen 
Stützen. Die angewendete ‚‚Drehwinkelmethode‘‘ hat 
gegenüber dem ‚‚Kraftgrößenverfahren‘‘ die bekann- 
ten rechnerischen Vorteile und schränkt die Anzahl 
der ‚‚überzähligen Größen‘‘ wesentlich ein. Obwohl 
das Buch damit im wissenschaftlichen Sinne nichts 
Neues bringt, wird es von den Statikern, die derartige 
Tragwerke entwerfen und berechnen müssen, mit 
großem Nutzen verwendet werden. 


Freiberg/Sa. D. Rüpıger 


H. Graudenz, Momenten-Einflußzahlen für 
Durchlaufträger mit beliebigen Stützweiten. 
3. Aufl. IV +90S. m. 14 Abb. u. SO Zahlentafeln. 
Berlin/Göttingen/Heidelberg 1960. Springer-Verlag. 
Preis brosch. DM 7,50. 


Das vorliegende Buch ist für den in der Praxis ste- 
henden Ingenieur gedacht und dient zur schnellen Be- 
rechnung der Stützenmomente von Durchlaufträgern 
über 2, 3 und 4 Felder. Die getrennte Angabe des An- 
teiles aus jedem Feld zu einem gesuchten Moment er- 
möglicht es dabei im Gegensatz zu anderen derartigen 
Tabellenbüchern, feldweise verschiedene Belastungen 
und Trägheitsmomente zu berücksichtigen. So sind in 
den 80 Tabellen die Stützenmomente für 496 ver- 
schiedene reduzierte Stützweitenverhältnisse ange- 
geben, die für sämtliche in der Praxis vorkommen- 
den Fälle ausreichen dürften, da bei extremen Ver- 
hältnissen auch die Trägheitsmomente entsprechend 
verschieden sein werden. Die Ermittlung von Einfluß- 
linien ist mit den Werten der vorhandenen Tafeln 
bequem möglich. So ist auch die dritte Auflage des 
Buches für den Statiker eine große Hilfe und kann 
bestens empfohlen werden. 


Aufgabe gestellt, die sicher eine große Aufmerksam- Freiberg/Sa. D. RüDIGER 
Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu beziehen. 


Herausgeber und Hauptschriftleiter: Prof. Dr.-Ing. habil. H. Heinrich, Dresden A 2 
GmbH, Berlin W 8, Leipziger Straße 3-4; Fernsprecher: 220441, Telex-N 
Heftes: 1009/41/1-2. Die Zeitschrift für Angewandte Mathematik und Mec 
Zuzüglich Bestellgeld. Doppelheft DM 10,—. Abbestellungen können nur 
das folgende Quartal noch geliefert. Veröffentlicht unter Lizenznummer ZLN 5011 des Ministeriums für K 
Gesamtherstellung: VEB Druckerei „Thomas Müntzer‘‘ 5 r m 


7, Friedrich-Hegel-Str. 31. Verlag: Akademie-Verlag 
rt. 011773, Postscheckkonto: Berlin 35021. Bestellnummer dieses 
hanik erscheint monatlich. Bezugspreis: vierteljährlich DM 15,—. 
bis 4 Wochen vor Quartalsende anerkannt werden, andernfalls wird 


! I Hauptverwaltung Verlagswesen. 
Bad Langensälza (V/12/6) (1). Printed in Germany. ” 
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Lineare Differentialoperatoren 


Übersetzung aus dem Russischen 


- in deutscher Sprache bearbeitet und herausgegeben von 


Prof. Dr. Heinz Otto Cordes 
und Prof. Dr. Fritz Rühs 


(Mathematische Lehrbücher und Monographien, II. Abteilung, Band XT) 


1960. XIII, 394 Seiten — 19 Abbildungen — gr.8° — Ganzleinen DM 44,— 


Der Verfasser entwickelt in der Arbeit die für die gesamte mathematische Physik und 
Teehnik so wichtige Theorie der linearen gewöhnlichen Differentialoperatoren beliebiger 
Ordnung und Be viele Beispiele aus der Praxis. Durch dieses Werk werden die in aller 
Welt, insbesondere in der Sowjetunion, Brachistehen neueren Arbeiten auf diesem Gebiet 
zugänglich gemacht. 

Ein erster, elementarer Teil entwickelt die grundlegenden Begriffe und Sätze: die For- 
mulierung der Randwertaufgabe, Eigenwerte und Eigenfunktionen, die GREENsche 
Funktion und die Lösung der ee Randwertaufgabe, die Entwicklung nach 
Eigenfunktionen sowie das asymptotische Verhalten der Eigenwerte und Eigenfunktionen. 
Im zweiten Teil des Buches wird die moderne Theorie der Operatoren im Hilbertraum auf 
Differentialoperatoren angewandt. Der Verfasser behandelt insbesondere die symmetri- 
schen Differentialoperatoren, den Defektindex und die Spektralanalysis der Differential- 
operatoren. Den Abschluß des Buches bildet das Kapitel über die Umkehrung der 
STURM-LIOUVILLEschen Aufgabe. 


Bestellungen durch eine Buchhandlung erbeten 


BEE MIT EIS VERLAG BER LEN 


Rem von u Prof Dr. h. ©. PAUL 


ar h Be 


Men, 3 . Be WE “ Yet ak a BR, Pr nt 


1950, 395 Seiten — 915 Abbildungen, davon 6 BE 
7 Tabellen — gr 8 8° — DM Be is: Bu? A 


E In den Werk sind alle ARE eitstagun 

DDRi im November 1958 in Jena 

; euchalten, Durch die Beteiligung A | 
erhält das Buch internationale Bedeutung. ® 

our: wie „Über eine : Verallgemeinerung der 

und Ausführungen über „Opuk, Sen und“ 


" | 


Hopkins, London, Ingelstam, Stockholm und Rosenhauer, Beine 
Jena, Beiträge lieferten. Abschließend werden einige Son 


Shhzehiten. Schlierenbestimmungen, Lichtleistung von Projektionssyenen u 
Schwingungen aller Wellenlängen des Erdkörpers besprochen. 


Bestellungen durch eine Buchhandlung erbeten 


AKADEMIE. VER LAS En 


